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第 八 章 ”空间 解析 几何 与 向 量 代 数 


在 平面 解析 几何 中 ,通过 坐标 法 把 平面 上 的 点 与 一 对 有 次 序 的 数 对 应 起 来 ， 
把 平面 上 的 图 形 和 方程 对 应 起 来 ,从 而 可 以 用 代数 方法 来 研究 几何 问题 .空间 解 
析 几 何 也 是 按照 类 似 的 方法 建立 起 来 的 . 

正 像 平 面 解析 几何 的 知识 对 学 习 一 元 函数 徽 积分 是 不 可 缺少 的 一 样 ,空间 
解析 几何 的 知识 对 学 习 多 元 函数 微 积分 也 是 必要 的 . 

本 章 先 引 进 向 量 的 概念 ,根据 向 量 的 线性 运算 建立 空间 坐标 系 ， 然后 利用 从 
标 讨论 向 量 的 运算 ,并 介绍 空间 解析 几何 的 有 关内 容 . 


第 一 节 “向量 及 其 线性 运算 


— 向 量 概 念 


客观 世界 中 有 这 样 一 类 量 ,它们 既 有 大 小 ,又 有 方向 ,例如 位 移 、 速 度 、 加 速 
度 力 力矩 等 等 ,这 一 类 量 叫 做 向 重 (或 矢量 ). 

在 数学 上 ,常用 一 条 有 方向 的 线段 , 即 有 向 线段 来 表示 向 B 
量 .有 向 线段 的 长 度 表示 向 量 的 大 小 ,有 向 线段 的 方向 表示 向 
重 的 方向 .以 A 为 起 点 、B 为 终点 的 有 向 线段 所 表示 的 向 量 
АВ (图 8 一 1). 有 时 也 用 一 个 黑体 字母 (书写 时 ,在 字母 4 
上 面 加 箭头 ) 来 表示 向 量 , 例 如 a、r、v Faro Fg. 

在 实际 问题 中 ,有 些 向 量 与 其 起 点 有 关 ( 例 如 质点 运动 的 = 
速度 与 该 质点 的 位 置 有 关 , 一 个 力 与 该 力 的 作用 点 的 位 置 有 
关 ) ,有 些 向 量 与 其 起 点 无 关 . 由 于 一 切 向 量 的 共性 是 它们 都 有 大 小 和 方向 ,因此 
在 数学 上 我 们 只 研究 与 起 点 无 关 的 向 量 , 并 称 这 种 向 量 为 自由 向 量 (以 后 简称 向 
量 ), 即 只 考虑 向 量 的 大 小 和 方向 ， 而 不 论 它 的 起 点 在 什么 地 方 . 当 WASBAK 
关 的 向 量 时 ,可 在 一 般 原则 下 作 特 别处 理 . 

由 于 我 们 只 讨论 自由 向 量 ,所 以 如 果 两 个 向 量 a 和 的 大 小 相等 , 且 方 向 
相同 ,我 们 就 说 向 量 a Mb 是 相等 的 , 记 作 а =b. 这 就 是 说 ,经 过 平行 移动 后 能 
完全 重合 的 向 量 是 相等 的 . 

向 量 的 大 小 叫做 向 量 的 模 .向 量 A 记 .ao а 说 的 模 依次 记 作 12B|、 lal Val. 
模 等 于 1 的 向 量 叫做 单位 向 重 . 模 等 于 零 的 向 量 叫做 零 向 量 , 记 作 0 RD. E 

° 1 . 


图 8-1 


盘 的 起 点 和 终点 重合 , 它 的 方向 可 以 看 做 是 任意 的 . 
设 有 两 个 非 零 向 量 .a ,2 , 任 取 空间 一 点 O, 作 OA =a, OB = b, UE n pl 
х 2 АОВ (Ùt p= и озш a a 5b 


的 来 角 (图 8-2), (а,Ь) (Б.а), Ва, Ь) = ф 
如 果 向 量 a 与 上 中 有 一 个 是 零 向 量 ,规定 它们 的 夹 角 可 
以 在 0 到 之 间 任意 取 值 . 


^^ 
如 果 (a， и со 记 作 ， 
afb. METER 5) = 可 ， 就 称 向 量 a 与 b 垂直 , 记 作 al 


b. 由 于 零 向 量 与 另 一 向 量 的 夹 角 可 以 在 0 到 л Н {ЕЛЕН ‚Р 因此 可 以 认为 
向 量 与 任何 向 量 都 平行 ,也 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 垂直 . 

当 两 个 平行 向 量 的 起 点 放 在 同一 点 时 ,它们 的 终点 和 公共 起 点 应 在 一 条 直 
线 上 .因此 ,两 向 量 平行 ,又 称 两 向 量 共 线 . 

类 似 还 有 向 量 共 面 的 概念 . 设 有 (4 之 3) 个 向 量 , 当 把 它们 的 起 点 放 在 同 
一 点 时 ,如 果 个 终点 和 公共 起 点 在 一 个 平面 上 ,就 称 这 个 向 量 共 面 . 


二 、 向量 的 线性 运算 


1. 向 量 的 加 减法 


向 量 的 加 法 运算 规定 如 下 ; | 

设 有 两 个 向 量 a 与 b, 任 取 一 点 A， Fia 再 以 B 为 起 点 ， (ЕВС = b iË 
Ë: AC (8-3), А REAC сийе 5 b É 
和 , 记 作 a+b, 即 - i 

c=a+b. 

š wpunan2ntykntnaina= 三 角形 ， 
EN.. ag 
力学 上 有 求 合力 的 平行 四 边 形 法 则 ， йй, 我 们 也 有 88-3 
向 量 相 加 的 平行 四 边 形 法 则 .这 就 是 : 当 向 量 a 与 b REIT, E AB = JAD 
b ,以 АВАР 为 边 作 一 平行 四 边 形 ABCD ,连接 对 角 线 AC (图 8-4), 显 然 向 
ШАС Еа 与 b а +b. 

向 量 的 加 法 符合 下 列 运算 规律 : 

(1) 5 a+b=b+a; . 

(2) 结合 律 бу Куа КЕ КЁ 

. 2 ° 


这 是 因为 ， 按 向 量 加 法 的 规定 (三 角形 法 则 ) ,从 图 8-4 可 见 : 
a+b=AB+BC= AC= с, 
b + a = AD + DG = AÇ = 
所 以 符合 交换 律 .又 如 图 8 一 et се чү 
以 a Ej b+ с 相 加 , 则 得 同一 结果 ,所 以 符合 结合 律 . 


图 8-4 图 8-5 图 8-6 


由 于 向 量 的 加 法 符合 交换 律 与 结合 律 , 故 n 个 向 量 a, ,a,,…,a,(n 之 3) 相 
加 可 写成 
ata, t +а,, 
并 按 向 量 相 加 的 三 角形 法 则 ,可 得 ”个 向 量 相 加 的 法 则 如 下 :使 前 一 向 量 的 终 
点 作为 次 一 向 量 的 起 点 ,相继 作 向 量 ol ,a,,，…,a, ,再 以 第 一 向 量 的 起 点 为 起 
点 ,最 后 一 向 量 的 终点 为 终点 作 一 向 量 , 这 个 向 量 即 为 所 求 的 和 .如 图 8-6, 有 
5=а, +а, +аз +а, +а,. 
设 a 为 一 向 量 ,与 a Rt et 的 负 向 量 , 记 作 
一 a. 由 此 ,我 们 规定 两 个 向 量 b 与 a 的 差 
b-a=b+(-a). 
即 把 向 量 - a 加 到 向 量 b 上 , 便 得 b 与 a 的 差 b-a (图 8- 7680). 
特别 地 , 当 b=a 时 ,有 
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显然 , 任 给 向 量 AB 及 点 O, 有 


AÈ = АӦ + OÈ = ОВ - ОЌ, 
因此 , 若 把 向 量 a 与 b 移 到 同一 起 点 DO , 则 从 a 的 终点 A 向 b 的 终点 B 所 引 向 
量 AB 便 是 向 量 b 与 a 256 - a (图 8-7(b)). 
由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 有 
|а+Ь|<|а|+|›| 及 la-bl<lal+|b|, 
其 中 等 号 在 a 与 b 同 向 或 反 向 时 成 立 . 


2. 向 量 与 数 的 乘法 


向 量 a 与 实数 4 的 乘积 记 作 4 ,规定 Аа 是 一 个 向 量 , 它 的 模 
laal= 14llal, 
它 的 方向 当 >0 时 与 a 相同 , 当 A<0 时 与 a 相反 . 
当 A=0 时 ,|Xa|=0, 即 Xa 为 零 向 量 ,这 时 它 的 方向 可 以 是 任意 的 . 
特别 地 , 当 A= +1 时 ,有 
la=a,(-l)a=-a. 
向 量 与 数 的 乘积 符合 下 列 运 算 规律 : 
(1) 结合 律 л(ра) = (ла) = (Ар)а; 
这 是 因为 由 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 可 知 , 向 量 АС на), A(Ma)、 (n)a 都 是 
平行 的 向 量 , 它 们 的 指向 也 是 相同 的 ,而 且 ' 
|А(ма)|=|и(Ла)|=|(Адн)а|=|Ад11а|, 
所 以 
А(ра) = a(Aa)=(A2ge)a. 
(2) 分 配 律 (А+ р)а= Аа + ра; (1) 
А(а+ Б) = ла + ìb. (2) 
这 个 规律 同样 可 以 按 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 来 证 明 ， хад Т. 
向 量 相 加 及 数 乘 向 量 统称 为 向 量 的 线性 运算 | 
例 1 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ， ЖАЙ =a, AD=b. RM а 和 2 表示 向 量 
МА MB MČ MMD, XE M 是 平行 四 边 形 对 角 р Ç 
线 的 交点 (图 8-8). f oj 
解 由 于 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ， 所 以 Е 
а+ь= АС=2 АМ, 
Вр 


-(a+b)=2 МА, 
于 是 


因为 MCE = - МА, ЯМ = +(a + һ). 
XA - а + ь= ВБ =2 M5, 所 以 MD= 广 (ba)， 


由 于 M5 = -MB, 所 以 MB= 了 (a - b). 


前 面 已 经 讲 过 , 模 等 于 1 的 向 量 叫做 单位 向 量 . 设 e, 表示 与 非 零 向 量 a 同 
方向 的 单位 向 量 , 那 么 按照 向 量 与 数 的 乘积 的 规定 ,由 于 |a|>>0, 所 以 lale, 与 
e, 的 方向 相同 , 即 |ale, 与 a 的 方向 相同 .又 因 |ale, 的 模 是 

lalle,|=|al:1=|al, 
即 |ale, 与 a 的 模 也 相同 ,因此 ， 


a=|ale,. 


我 们 规定 , 当 4 头 0 时 ,4 = 了 a. 由 此 ,上 式 又 可 写成 


a i 
这 表示 一 个 非 零 向 量 除 以 它 的 模 的 结果 是 一 个 与 原 向 量 同方 向 的 单位 向 量 . 

由 于 向 量 Xa 与 a 平行 ,因此 我 们 常用 向 量 与 数 的 敢 积 来 说 明 两 个 向 量 的 
平行 关系 . 即 有 

定理 1 设 向 最 a 头 0, 那 么 ,向 量 b 平行 于 a 的 充分 必要 条 件 是 :存在 唯一 
的 实数 4, 使 b= ла. 

证 条 件 的 充分 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 条 件 的 必要 性 . 


设 b/a. 取 |4|= ТЕТ” Щщ b ja 同 向 时 4 取 正 值 , 当 b Ба А 取 负 


值 , 即 有 b=4a. 这 是 因为 此 时 5b 与 44 同 向 , 且 


ла = 1да! =# а letal. 


再 证 数 À 的 唯一 性 . 设 b= ла, XIR b= pa ,两 式 相 减 , 便 得 
(4-Ap)a=0, 即 | 人 一 Allal= 

12150, 1А 一 Ap =0, 即 1= н. 

定理 证 毕 . 
定理 1 是 建立 数 轴 的 理论 依据 ,我 们 知道 ,给 定 一 个 点 .一 个 方向 及 单位 长 
度 ,就 确定 了 一 条 数 轴 . 由 于 一 个 单位 向 量 既 确定 了 方向 ， 又 确定 了 单位 长 度 ， 因 
此 ,给 定 一 个 点 及 一 个 单位 向 量 就 确定 了 一 条 数 轴 . 
设 点 O 及 单位 向 量 i 确定 了 数 轴 Oz (图 8-9), 对 于 2 $? 
轴 上 任 一 点 卫 ,对 应 一 个 向 量 OF, 由 于 OP/i, 根 所 。 ms-9 


定理 1, 必 有 唯一 的 实数 > E OP = zi (实数 z 叫做 轴 上 有 向 线段 G 户 的 值 ), 并 
HOP УЗ z 一 一 对 应 .于 是 
点 PeH ROP = zi< 一 实数 x, 
从 而 轴 上 的 点 P 与 实数 z 有 一 一 对 应 的 关系 , 据 此 ， Е + ЖН БАР № 
坐标 . 
由 此 可 知 , 轴 上 点 P 的 坐标 为 x 的 充分 必要 条 件 是 
OË = <i. 


三 、 空 间 直 角 坐 标 系 


在 空间 取 定 一 点 О 和 三 个 两 两 垂直 的 单位 向 量 让 了, 就 确定 了 三 条 都 以 
O 为 原点 的 两 两 垂直 的 数 轴 ,依次 记 为 z 轴 ( 横 轴 ) y 轴 ( 纵 轴 ) z 轴 ( 竖 轴 ) , 统 
称 坐标 轴 . 它 们 构成 一 个 空间 直角 坐标 系 , 称 为 Олус 坐标 系 或 [O;i,j,k] 坐 标 
系 (图 8- 10). 通 常 把 > 轴 和 y 轴 配 置 在 水 平面 上 ,而 < 轴 则 是 铝 垂 线 ;它们 的 
正 向 通常 符合 右手 规则 , 即 以 右手 握 住 z 轴 , 当 右手 的 四 个 手指 从 正 向 z 轴 以 


也 角度 转向 正 向 > 轴 时 ， 大 拇指 的 指 向 就 是 = TNE, 如 图 8 一 11. 
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图 8-10 图 8 


三 条 坐标 轴 中 的 任意 两 条 可 以 确定 一 个 平面 ,这 样 定 出 的 三 个 平面 统称 为 
坐标 面 . z 轴 及 y 轴 所 确定 的 坐标 面 叫做 zxOy 面 , 另 两 个 由 у 轴 及 z 轴 和 由 z 轴 
及 x 轴 所 确定 的 坐标 面 ,分 别 叫做 yOz 面 及 zQz 面 .三 个 坐标 面 把 空间 分 成 八 
个 部 分 ,每 一 部 分 叫做 一 个 卦 限 .含有 z 轴 、y 轴 与 z 轴 正 半 轴 的 那个 卦 限 叫 做 
第 一 卦 限 ,其 他 第 二 ,第 三 、 第 四 卦 限 ,在 хОу 面 的 上 方 , 按 逆 时 针 方向 确定 :第 
五 至 第 八卦 限 ,在 zOy 面 的 下 方 ,由 第 一 卦 限 之 下 的 第 五 卦 限 , 按 逆 时 针 方向 确 
定 ,这 八 个 卦 限 分 别 用 字母 工厂 .于 NV YW、 如 表示 (图 8-12). 

任 给 向 量 7+, 有 对 应 点 М, ОМ = г. OM 为 对 角 线 、 三 条 坐标 轴 为 棱 作 

А б ° 


长 方 体 RHMK - OPNQ ,如 图 8-13 所 示 , 有 ` 


图 8- 12 8—13 


r= OM = OP + PÑ + NM = OP + OQ + OR , 
i ОР = zi, OQ = y, OR = zk, 
则 r= OM = жї + yj + zk. 
上 式 称 为 向 量 r 的 坐标 分 解 式 , zi, yj. «К 称 为 向 量 r 灌 三 个 坐标 轴 方 向 的 
分 向 量 . 
显然 ,给 定向 量 + ,就 确定 了 点 š M BP. 08. ОЁ АЕ, T 
Z、y\z 三 个 有 序数 ;反之 ,给 定 三 个 有 序数 :zz、y、z, 也 就 确定 了 向 量 r ЧАМ. 
于 是 点 М, г 与 三 个 有 序数 xz、y、z 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 
M<—>r= ОМ = xi + yj + zk——(<x,y,z), 
据 此 ,定义 :有 序数 x、y、z 称 为 向 量 г (在 坐标 系 Ozyz 中 ) 的 坐标 , 记 作 r = 
(х,у, z); 有 序数 х. у. = ЕП M (ТЕ Ж Ёк Ж Олуг H) 的 坐标 ， 记 作 
М(х, y, z). : 
[п] BL ‚= ОМО АМ 关于 原点 O 的 向 径 .上 述 定义 表明 ,一 个 点 与 该 点 
的 向 径 有 相同 的 坐标 .记号 (zx,y,z) 既 表示 点 M ,又 表示 向 量 OM . 
坐标 面 上 和 坐标 轴 上 的 点 ,其 坐标 各 有 一 定 的 特征 .例如 :如 果 点 M É yOz 
面 上 , 则 z=0; 同 样 , 在 «Ох 面 上 的 点 ,有 y=0; 在 хОу 面 上 的 点 ,有 z=0. 如 
ЖА M 在 z 轴 上 , 则 y= z=0; 同 样 ,在 y 轴 上 的 点 ,有 z=xz=0; 在 xz 轴 上 的 
Ж.Ж х= y=0. 如 点 M 为 原点 , 则 z= - y= z=0. 


四 、 利 用 坐标 作 向 量 的 线性 运算 


利用 向 量 的 坐标 ,可 得 向 量 的 加 法 减法 以 及 向 量 与 数 的 乘法 的 运算 如 下 : 
7 œ 


设 a=(a,,a,,a,), b=(b,,b,,b,), 
即 a=aita,jtak, b=b,itb,j+b.k. 
利用 向 量 加 法 的 交换 律 与 结合 律 以 及 向 量 与 数 的 乘法 的 结合 律 与 分 配 律 , 有 
a+b=(a,+b,)i+(a,+b,)j+(a,+b,)k, 
a-b=(a,-b,)i+(a,-b,)j+(a,-b,)k, 
Аа = (Аа,)і + (Аа,)ј + (Аа,)к (А 为 实数 )， 
Вр а+Ь= (а, +6, ,а, +6, ,а, +Ь,), 
а сагв), 
àa = (Аа, „Ха, ,Аа,). 
由 此 可 见 ,对 向 量 进行 加 , 减 及 与 数 相 乘 , 只 需 对 向 量 的 各 个 坐标 分 别 进行 相应 
的 数量 运算 就 行 了 . 
定理 1 指出 , 当 向 量 a 0 时 ,向 量 b/a 相当 于 b= Aa ,坐标 表示 式 为 
(b.,b,,b.)= A (a,,a,,a,), 
这 也 就 相当 于 向 量 b 与 a 对 应 的 坐标 成 比例 


ары = 1и (3) 


12 求解 以 向 量 为 未 知 元 的 线性 方程 组 
5х-Зу=а,. 
[ 3x-2y=b, 
其 中 a= (2,1,2),b BC —2). ' 
解 如 同 解 以 实数 为 未 知 元 的 线性 方程 组 一 жп 可 解 得 
x=2a-3b, y=3a – 5Ь. 
以 а,Ь 的 坐标 表示 式 代 人 , 即 得 
x=2(2,1,2)-3(-1,1,-2)=(7,-1,10), 
y=3(2,1,2)-5(-1,1,-2)=(11,-2,16). 
例 3 CAAA Alz, yz) M B(x,, ааа A -1,#В8 
АВ 上 求 点 M ,使 


D Hana was 有 一 个 为 零 , 例 如 a, =0,а, .as 去 0, 这 时 (3) 式 应 理解 为 


| b, =0, 
b, _ b, 7 
ay. а, ' 


Ща, ауа, 有 两 个 为 零 , 例 如 a, =a, =0,а, 50, 这 时 (3) 式 应 理解 为 
Q =0, 
b, =0. 


АМ = 4 MÈ. 
解 如 图 8--14 所 示 . 由 于 
AM = OM - ОА, MÈ = ОВ - ОМ, 


因此 OM - OÀ = a (OÈ - ОМ), 
从 而 OM = ОА + л ОЙ). 


以 OA ОВАА (ЕПА AA B 的 坐标 ) 代 入 , 即 得 


{r+tAr, y +Ау zı | 
这 就 是 点 M 的 坐标 . 


本 例 中 的 点 M bo RE 分 点 .特别 地 , 当 1=1 时 ,得 线段 АВ 
的 中 点 为 
саа У у 2; + x; 
мі 2 2 2 a) 


通过 本 例 ,我 们 应 注意 以 下 两 点 ;(1) 由 于 点 M 5 ROME A Ая, 
因此 , 求 点 M 的 坐标 ,就 是 求 O 防 的 坐标 . (2) 记号 (zx,y,z) 既 可 表示 点 M ,又 
可 表示 向 量 OM ,在 几何 中 点 与 向 量 是 两 个 不 同 的 概念 ,不 可 混淆 .因此 ,在 看 到 
记号 (z,y,z) 时 , 须 从 上 下 文 去 认 清 它 究竟 表示 点 还 是 表示 向 量 . 当 (z,y,z) 表 
示 向 量 时 ,可 对 它 进行 运算 ; 当 (x ,y,z) 表 示 点 时 ,就 不 能 进行 运算 . 


五 、 向 量 的 模 、 方 向 角 、 投 影 


1. 向 量 的 模 与 两 点 间 的 距离 公式 


设 向 量 r= (z,y,z), 作 GOM=r, 如 图 8-13 所 示 , 有 
r= OM = OË + OQ + OR, 


按 勾 股 定理 可 得 

|г| =|ОМ|=у [ОР |? + |OQ|* + | OR |°. 
H QË = zi, OQ = yj, OR = zk, 
£ |ОР|=|х|, |ОО|=|у], IOR|= <l, 


于 是 得 向 量 模 的 坐标 表示 式 - 
Irl=vV +y +1. 
设 有 点 A(zi,y ,zi) 和 点 B(z,,y2 zx) MA A 与 点 B ЕЕ | AB | 就 
是 向 量 AB 的 模 .由 
I AÈ = OÈ - ОА = (x3, y2, z2) — (ri, 31 21) 


= 


即 得 А.В 两 点 间 的 距离 
|AB| = | АЙ| = 人 
例 4 求证 以 M,(4,3， р. М,(7,1,2). миз; 2 = 点 为 顶点 的 三 角形 是 
一 个 等 腰 三 角形 . 
R Н» 


IM,M,|2=(7-4)2 +(1-3) + (2-1)2=14, 
1м,м, |= (5-7) +(2-1} + (3-2) = 6, 
|M3;M,| = (4- 5)? + (3-2)? + (1-3) =6, 
所 以 | M,M,;| = | M, M.I, Bl A M, M, M, == 93. 
15 在 > 轴 上 求 与 两 点 A(-4,1,7) 和 B(3,5, -2) 等 距离 的 点 . 
Ж ”因为 所 求 的 点 M 在 z 轴 上 ,所 以 设 该 点 为 M(0,0,z), 依 题 意 有 


IMA|= |МВ|, 
即 0+4) + (0—1) + (2-7) 
两 边 去 根 号 , 解 得 per? 
“0 


因此 ,所 求 的 点 为 мі 0,14), 


例 6 已 知 两 点 A(4,0,5) 和 B(7,1,3), КЫАЙЫЫ ЫШ. 
R 因为 : | | 
АВ=ОВ-ОА=(7,1,3)-(4,0;5)=(3,1,—2),- 


所 以 АВ = /32+12 + ( —2) = 14 
于 是 __АВ _ (3,1,-2) 
ама 


2. 方向 角 与 方向 余弦 


非 零 向 量 r 与 三 条 坐标 轴 的 夹 角 c、8、y 称 为 向 量 
r 的 方向 角 . 从 图 8 一 15 可 见 ， 设 OM=r=(x,y,z), 由 
F r 是 有 向 线段 0 六 的 值 ， MP1OP, 故 


cos а= TOMT- {гї 


类 似 可 知 


cos B= т; cos уе 
‚10. 


从 而 | (cos a ,cos 8, соз у= (127. pe 


| | = теба. 0) =т= 6: 
cos а ,cos ,cos У 称 为 向 量 r 的 方向 余弦 . 上 式 表 明 ， 以 向 量 r BARA 
为 坐标 的 向 量 就 是 与 r 同方 向 的 单位 向 量 @,. 并 由 此 可 得 
cos” а + cos? B + cos? y=1. u 
例 7 已 知 两 点 M, (2, 2 VI) 和 М, (1,3 ,0), 计算 向 量 M M, AEA 方向 余 
IMAA. 
解 MM = (1-2,3-2,0-/%) 
=(-1,1,-/2), 
IM, M;| =V (= 1) +12 + (2)? 
=V1+1+2=V4=2; i 


SS 


a Бер Я = 
cos а= — 5 ‚соз В z "005 7 


а=2%, в= F у=Э®. 


例 8 设 点 A 位 于 第 工 卦 限 ， а: 轴 、y 轴 的 夹 角 依 次 为 了 mF , 且 
1641=6, 求 点 A 的 坐标 . 
解 c = 可 ,8B= 才 -由 关系 式 соз” а + сов? f + cos y = 1,18 


аа (1-6-4. 
НАА 在 第 工 卦 限 , 知 cos У>0, | 
COS у= 5. 
于 是 OÀ = IOA lea =6( 1 72,1.) = (з,з/7,3), 


>> 

这 就 是 点 A ME. a 
з. 向 量 在 轴 上 的 投影 

ШЖ у 轴 和 z 轴 , 单 独 考 虑 > 轴 与 向 量 = ОМЖ, 38 Z ) El 

8 -15 可见 ,过 点 M 作 与 z 轴 垂直 的 平面 ,此 平面 与 > 轴 的 交点 即 是 点 尸 .作出 


点 已 , 即 得 向 量 r ZE z 轴 上 的 分 向 量 G5 ,进而 由 G 户 = xi, 便 得 向 量 在 x 轴 上 的 
° 11 . 


Ат, E x= |г|соз а. 
一 般 的 , 设 点 O 及 单位 向 量 e Еи 轴 ( 图 8- 16). 任 给 向 量 r, 作 OM = 

r~, 再 过 点 M EE u 轴 垂 直 的 平面 交 x 轴 于 点 M' (点 

M 叫做 点 M 在 u 轴 上 的 投影 )， N ij ОМ” 称 为 向 量 r 

TE u 轴 上 的 分 向 量 . ЖОМ = де, 则 数 À Жз Ей т 在 

轴 上 的 投影 , 记 作 Prj, r 或 (7),. 

按 此 定义 ,向 量 a 在 直角 坐标 系 Олут 中 的 坐标 4 а, \ 
а, a, 就 是 a 在 三 条 坐标 轴 上 的 投影 ， 即 
а, =Prj.a, а, =Prj,a, a. = Prj.a , 

或 记 作 a,=(a),,a,=(a),,a,=(a).. 
由 此 可 知 ,向 量 的 投影 具有 与 坐标 相同 的 性 质 : 
性 质 1 (а), = |а|соѕ р (BD Prj,a= |а|соѕ o), 

其 中 eo 为 向 量 a уи 轴 的 夹 角 ; | 
性 质 2 (а+6), = (а), + (Ь), (BI Prj,(a + b)=Prj,a + Ру, Б); 
性 质 3 (ла), =А(а), (BD Prj, (Аа) = АРг„а). 
о 设立 方 体 的 一 条 对 角 线 为 ОМ, —Ж# № ОА, 

且 1041=a, 求 4 在 OM 方 向 上 的 投影 PrjowOA .中 
解 如 图 8-17 所 示 , 记 人 MOA = gp, 有 


cos р= = 
3. 
于 是 PionOA = | ОА |cos g = ж. 
习 Щ 8-1 


1.Жи=а-Ь+2с,о = -а+з3ь- с. а.Ь.с #7 2и-3 о. 

2. 如 果 平 面 上 一 个 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 ,试用 向 量 证 明 它 是 平行 四 边 形 . 

3. 把 入 ABC 的 BC 边 五 等 分 , 设 分 点 依次 为 D, О, ‚О, .D, ,再 把 各 分 点 与 点 A 连接 . 
ЦАВ = c.BC = a жар, А.р, À DAMDA. 

4. 已 知 两 点 М, (0,1,2) 和 M, (1, - 1,0). хлаваяхаяна тиа 
-2 M, M. 

5. 求 平 行 于 向 量 а= (6,7, -6) 的 单位 向 量 ， 


Ф 向 量 r 在 向 量 e (a 头 0) 的 方向 上 的 投影 Prier 是 指 r 在 某 条 与 a 同方 向 的 轴 上 的 投影 ， 
. 12 。 


6. 在 空间 直角 坐标 系 中 ,指出 下 列 各 点 在 哪个 封 限 ? 
A(1,-2,3);B(2,3,-4);C(2,-3,-4);D(-2,-3,1). 
Т. 在 坐标 面 上 和 在 坐标 轴 上 的 点 的 坐标 各 有 什么 特征 ? 指出 下 列 各 点 的 位 置 ， 
A(3,4,0);B(0,4,3);C(3,0,0);D(0,-1,0). | 

8. 求 点 (a,5,c) 关 于 (1) 各 坐标 面 ;(2) 各 坐标 轴 ;(3) 坐标 原点 的 对 称 点 的 坐标 . 

9. ВА Pu(zojy，,zo) 分 别 作 各 坐标 面 和 各 坐标 轴 的 垂 线 , 写 出 各 垂 足 的 坐标 ， 

10. 过 点 Pu(xz,yo,zo) 分 别 作 平行 于 z 轴 的 直线 和 平行 于 Oy 面 的 平面 , 问 在 它们 上 
面 的 点 的 坐标 各 有 什么 特点 ? 

11. 一 边 长 为 a 的 立方 体 放置 在 zxOy 面 上 ,其 底面 的 中 心 在 坐标 原点 ,底面 的 顶点 在 т 
轴 和 y 轴 上 , 求 它 各 顶点 的 坐标 . 
12. RA M(4, -3,5) 到 各 坐标 轴 的 距离 . 
13. 在 yOz 面 上 , 求 与 三 点 A(3,1,2)`.B(4,-2,-2) 和 C(0,5,1) 等 距离 的 点 . 
14. 试 证 明 以 三 点 A(4,1,9)、B(10, -1,6)、.C(2,4,3) 为 顶点 的 三 角形 是 等 腰 直 角 三 角 


15. 设 已 知 两 点 M,(4wW2,1) 和 М, (3,0,2), ЖШ M, M, Ж 方向 余弦 和 方向 角 . 

16. 设 向 量 的 方向 余弦 分 别 满足 (1) соз а =0; (2) cos 8= 1;(3) cos а = cos B = 0, sJ X 
些 向 重 与 坐标 轴 或 坐标 面 的 关系 如 何 ? 

17. АИ r 的 模 是 4, 它 与 轴 的 夹 角 是 了 R r Еи 轴 上 的 投影 . 


18. 一 向 量 的 终点 在 点 B(2, -1,7), 它 在 xz 轴 \y 轴 和 z. 轴 上 的 投影 依次 为 4,~4 和 7， 
求 这 向 量 的 起 点 A ЮА. 

19. Ë m =3i+5j+8k,n=2i-4j-7k Mp=5i+j-4k а ае 
轴 上 的 投影 及 在 > 轴 上 的 分 向 重 . 


第 二 节 AER ”向 量 积 “混合 积 


一 、 两 向 量 的 数量 积 


设 一 物体 在 恒 力 F 作用 下 沿 直线 从 点 M, 移动 到 点 M, ,以 s 表示 位 移 
M.M; .由 物理 学 知道 , 力 F 所 作 的 功 为 
W= | Е| |$ [соз 0, 
其 中 0 3 F 5 s 的 夹 角 (图 8 一 18). 
从 这 个 问题 看 出 ,我 们 有 时 要 对 两 个 向 量 a 和 
5 作 这 样 的 运算 ,运算 的 结果 是 一 个 数 , 它 等 于 “ 1 
lal .15b| 及 它们 的 夹 角 9 的 余弦 的 乘积 .我 们 把 它 图 8-18 
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叫做 向 量 a 5 b PEER ЫК a > ( 8—19), 
= |а| |Ь|соз ð. : 

denei 上 述 问 题 中 力 所 作 的 功 
ДЕ Ба 的 数量 积 , 即 | 
W= Е: 5. 


РРА b), 当 a0 时 是 向 
Жор ХЕШ а 的 方向 上 的 投影 ， MD Жат r eT 
个 投影 , 便 有 | к 
a'b= |a|Prj,b, 
39,24 b 承 0 时 有 Б 
Ес a*b=|b|Prja. 
这 就 是 说 ,两 向 量 的 数量 积 等 于 其 中 一 个 向 量 的 模 和 另 一 个 向 量 在 这 向 量 的 方 
向 上 的 投影 的 乘积 . 
. 由 数量 积 的 定义 可 以 推 得 ; 
(1) а:а= |а|?.. 
这 是 因为 夹 角 0 = 0 , Br UJ | 
аа = |а |2соѕз0= |а [?. 
(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 a、b ,如果 a.5=0, 那 么 a 上 5; 反 之 ,如 果 alb, ш 
A a'b=0. 


这 是 因为 如 果 а. b=0, 由 于 |a 1950, |b|220, BFU eos 9=0, 从 而 0=> B 


alb; WR alb, I A = 也 ,Cos 9=0, 于 是 a*b=|allbl|cos 6=0. 


由 于 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 重 都 牌 直 , 因 此 ,上 述 结论 可 叙述 为 :向 量 
a | 4b 的 充分 必要 条 件 是 a'b=0. 


数量 积 符合 下 列 运算 规律 ; 
(1) 交换 律 a'b=b:a. 
证 “根据 定义 有 … ШЕ 
A OON 
a-b=l|lallbl|cos(a,b), се чип н а), 
而 = da Darsita |, Н cos (ad b)= НЕЯ з 
所 以 | а* b= b:a. i { 


(2) 分 配 律 бар); с=а:с+ b'e. 

证 当 c=0 时 ， 上 式 显 然 成 立 ; 当 #0 时 ,有 
(a+b):c=l|c|Prji.(a +b), 
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由 投影 性 质 2, 可 知  ， : 
Prj.(a + b) = Prj.a + Pr.b, 
所 以 
(a+b):c = |с|(Рга + Prj.b) 
=|elPri.a + |є|РгЬ 
=a*c+b:c. 
(3) 数量 积 还 符合 如 下 的 结 合 律 ; u 
(да):Ь= А(а:Ь), А ЖЖ. 
证 当 b=0 时 ,上 式 显然 成 立 ; 当 b 关 0 时 , 按 投影 性 质 3, 可 得 
(ha)°b=1b|Pr, (ha)= |Ь]АРгьа =A |b|Prja = А(а+В). 
由 上 述 结合 律 ,利用 交换 律 ,容易 推 得 | 
а> (АБ) = А(а•Ь) (Аа): (ив) = Аи(аЬ). 
这 是 因为 
а+* (АБ) = (А) "а= А(Ь-а) = Аа); 
(Аа) (рр) = А[а• (рв) 1= А[а(а°Ь)] = ч P): 
例 1 试用 向 量 证 明 三 角形 的 余弦 定理 . | 
证 设 在 人 ABC 中 ,ABC4A = 6 (88-20), аА 
ІВС| = а,|СА| = Ь,1АВ| = с, Е | 


с? = а? + Б? — 2abcos 0. 


с Ь 
CÈ = а, СА =ь,АВ = с, | 
= _b, 
: s f © В s NN 
从 而 „Ж а 
lel? =ее= (а Б): (аъ) =аа+ььЬ- 2а: 8-20 


К 2. 42 _ PEN Уу 
= |а? + |b|? -2lal|blcos (а,Ь). 


#lal=a,lbl=b,le]=c 0а, = 0,08 
с = а? + b? – 2abcos 0. 
下 面 我 们 来 推导 数量 积 的 坐标 表示 式 . 
W а=аі+а,ј+а,к, b= bitb, jtb.k. 按 数量 积 的 运算 规律 可 得 
a'b =(aitasjtak)(b,it b,j + bk) | 
= ай (Б + Б] + ЬЕ) +ај* (БЕЛЕЕ + ад: (БЛ + b,j + bk) 
= аб + аб] + а,Ь К+ 
QQ + а,Ь], К+ 
a.b.k'i+ajbk'j+ajbk'k. 
° 15 ° 


HF ijk TAEK, MA icj=j'k=k'i=0,j'i=k+j=i'k=0; VH і. 
j k 的 模 均 为 1, 所 以 i.i=j*j=k*k=1. 因 而 得 
a'b=a,b, + a,b, + a.b.. 
这 就 是 两 个 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 式 . | 
НҒ аЬ = |а| 16| соз 0, 所 以 当 a 都 不 是 零 向 量 时 ,有 
cos 0= тар... 
alib | | | 
以 数量 积 的 坐标 表示 式 及 向 重 的 模 的 坐标 表示 式 代 人 上 式 ,就 得 
a,b, + a,b, tab, 
Ма? +а + а Sb +b +b) 
这 就 是 两 向 量 夹 角 余 弦 的 坐标 表示 式 . | | 
例 2 已 知 三 点 M(1,1,1)、A(2,2,1) 和 B(2,1,2), 求 ZAMB. 

解 ” 作 向 量 MA 及 MB, Z AMB 就 是 向 量 MA 与 MM 让 的 夹 角 . 这 里 , MA = 
(1,1,0),МВ = (1,0,1), | | 
МА-МВ =1х1+1х0+0х1=1; 

IMÀ| = VU +1 +0? >42; [МВ = / +0 + É =/2 
代 人 两 向 量 夹 角 余弦 的 表达 式 , 得 1 | 
MÀ: MÈ 1 1 


cos 0 = 


АМВ = -一 = 一 = 二 
os ДАМВ AIME 42-22" 
由 此 得 | ZAMB= ®. 


Жз 设 液体 流 过 平面 S 上 面积 为 A 的 一 个 区 域 , 液 体 在 这 区 域 上 各 点 处 
的 流速 均 为 ( 常 向 量 )v . 设 n 为 垂直 于 S 的 单位 向 量 (图 821(a)), 计 算 单位 
时 间 内 经 过 这 区 域 流 向 n 所 指 一 一 便 的 流体 的 质量 (流体 的 密度 为 a 


(a) (b) 


图 8-21 
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Ж ”单位 时 间 内 流 过 这 区 域 的 液体 组 成 一 个 底面 积 为 A、 斜 高 为 |o |0} 
柱 体 (图 8- 21(b)). 这 柱 体 的 斜 高 与 底面 的 垂 线 的 夹 角 就 是 o 与 n 的 夹 角 0 ,所 
以 这 柱 体 的 高 为 |w [соз 0 ,体积 为 

А | о |соѕ = Аъ ·п. 
从 而 ,单位 时 间 内 经 过 这 区 域 流向 n 所 指 一 侧 | 的 液体 的 质量 为 
m=pAv'n.. 


二 、 两 向 量 的 向 量 积 


在 研究 物体 转动 问题 时 ,不 但 要 考虑 这 物体 所 受 的 力 , 还 要 分 析 这 些 力 所 产 
生 的 力矩 .下 面 就 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 表 达 力 矩 的 方法 . БО 
设 O 为 一 根 杠 杆 工 的 支点 .有 一 个 力 F 作用 于 这 杠杆 上 P 点 处 .F БОР 
HRAKO (图 8 一 22). 由 力学 规定 , 力 F 对 支点 O 的 力矩 是 一 向 量 M , 它 的 模 
|М|=]|ОО||Е| = ГОРЕ | іп 0, 


图 8-22 H 8—23 
而 М 2а 8 ТОРУР 所 决定 的 平面 , M 的 指向 是 按 右手 规则 从 CG 记 以 不 
超过 z 的 角 转 向 下 来 确定 的 , 即 当 右手 的 四 个 手指 从 GE 以 不 超过 x .的 角 转 向 
F 握拳 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 M 的 指向 (图 8- 23). 

这 种 由 两 个 已 知 向量 按 上 面 的 规则 来 确定 另 一 个 向 量 
的 情况 ， 在 其 他 力学 和 物理 问题 中 也 会 遇 到 . 于 是 从 中 抽象 
出 两 个 向 量 的 向 量 积 概念 . 

设 向 量 c 由 两 个 向 量 a Ур 按 下 列 方式 定 出 : 

с 的 模 |c|= 12116 |=іп 9, 其 中 8 为 a、b 间 的 夹 角 ; 

с 的 方向 垂直 于 a 与 b 所 决定 的 平面 ( 即 с BE Ta, _ 
又 垂直 于 b),c 的 指向 按 右手 规则 从 a 转向 b 来 确定 Jes 
(图 8-24) ,那么 ,向 量 c 叫做 向 量 a 与 b 的 向 量 积 , 记 作 
ахь, В] 


с=ахь. ° 
按 此 定义 ， 上 面 的 力矩 M 等 于 5 让 与 了 的 向 量 积 , 即 ， 
M= OË x F. 

Hi fa ER иа ХЕ, 

(1)axa=0 2 O i К. 

这 是 因为 夹 角 0=0, 0 |аха| = [а|[?зіп 0=0. 

(2) 对 于 两 个 非 零 向 量 a.b ,如 果 ax b=0, Wun 反之 3 шее, 那 
Zaxb=0. 

这 是 因为 如 果 ахь=0, н Ға |50, 16150, 00026 sin 96=0, 于 是 0=0 
或 x, 即 a//b; 反 之 ， mR а /ъ, 那么 9=0 或 x, 于 是 sn 6=0, 从 而 |a xb|=0， 
即 a x b= 0. 

‘由 于 可 以 认为 零 向 量 与 任何 向 量 都 平行 ,因此 ， 上 述 结 论 可 叙述 为 ; ий 
a/2 的 充分 必要 条 件 是 axz2=0. 
向 量 积 符合 下 列 运算 规律 : 

(1) bXa= - ахь. | 

这 是 因为 按 右手 规则 从 到 转向 a 定 出 的 方向 恰好 与 按 右 手 规则 从 a 转向 b 
定 出 的 方向 相反 . 它 表 明 交 换 律 对 向 量 积 不 成 立 . 

(2) 分 配 律 (a+b)Xc=axc+bxc. 

(3) 向 量 积 还 符合 如 下 的 结合 律 О — 

| (да)хЬ=ах(АЬ)=А(ахьЬ) (А 为数 ). 

这 两 个 规律 这 里 不 予 证 明 . 

下 面 来 推导 向 量 积 的 坐标 表示 式 . 

设 a=a:i+a + а„К,Ь= b; i+ b,j+ bk. 那 么 ЖЕ, 得 

тахь: =(ай+а„} + а„Е) Хх (54 + Б„] + ЬЕ) ` | | 
= а, Хх (1 + 5] + Ь,К)+ 
ajx (bit b,j +OK) + a АСЫЛЫ 
=a,b,(iXi)+ta, b, (iXj}+ta b, (ix k)+ 
aa ab, (j Xi)+ab, (j Xj) + ab (j Xk)+ 
| и ajb,(kxXi)+ab,(kxj)+ab,(k> k). 
HT ixi=jXj=kxk=0.xj= кыы ки OS. 05 
-i ixk= +j, ТИ | | 
ахь = lab = а.Б,)і+ (аЬ. аЬ, )ј+ abab yk. 
为 了 帮助 记忆 ,利用 三 阶 行列 式 , 上 式 可 写成 
° 18 ° 


i j К 


axb=|a, a, а, |. 
b, b, b 
#14 а= (2,1,-1),6=(1,-1,2), H axb. 
i j k 
解 axb=|2 1 -1|=i-5j-3k. 
i 1 -1 2 | 


例 5 已 知 三 角形 ABC 的 顶点 分 别 是 A(1,2,3)、B(3,4,5) 和 C(2,4,7)， 
求 三 角形 ABC 的 面积 . и | 
ЁЁ ”根据 向 量 积 的 定义 ,可 知 三 角形 ABC 的 面积 


Saase =-1АЙ| ГАС | ѕіп ZA 


= |A x АС|. 
Н РАЙ = (2,2,2),AC=(1,2,4), 因 此 
ij k 
АЙхАС=|2 2 2|=4i-6j+2k, 
1 2 4 


于 是 
5.4 = 5-14-67 +2К| =+ 4 +(-6) +22 = 4/14. 


016 设 刚体 以 等 角速度 о 51 轴 旋 转 , 计 算 刚 体 上 
一 点 M 的 线 速度 . 

解 刚体 绕 / 轴 旋 转 时 ,我 们 可 以 用 在 ! 轴 上 的 一 个 
向 量 о 表示 角速度 , 它 的 大 小 等 于 角速度 的 大 小 , 它 的 方 
向 由 右手 规则 定 出 : 即 以 右手 握 住 ! 轴 , 当 右手 的 四 个 手 
指 的 转向 与 刚体 的 旋转 方向 一 致 时 ,大 拇指 的 指向 就 是 
о 的 方向 (图 8- 25). 

设 点 M 到 旋转 轴 !/ 的 距离 为 a ,再 在 / 轴 上 任 取 一 点 
O 作 向 量 r = OM, 并 以 0 表示 @ 与 r 的 夹 角 , 那 么 . 

a=|]rlsin 6. ， | 
设 点 M 的 线 速 度 为 v ,由 物理 学 上 线 速 度 与 角速度 间 的 
ЖАЯ, о 的 大 小 为 


lol|=lela=lellrlsin 0; 


o 的 方向 垂直 于 通过 MM 点 与 ! 轴 的 平面 , 即 w 垂直 于 @o ун; Хо 的 指向 是 使 w、 
. 19 · 


r.o 符合 右手 规则 .因此 有 


о =0@Хг.. 
“ 三、 向 量 的 混合 积 


设 已 知 三 个 向 量 a b 和 c. 如果 先 作 两 向 量 a 和 4 的 向 量 积 a x b ,把 所 得 
到 的 向 量 与 第 三 个 向 量 c ЕЕ (ахь) .ec, 这 样 得 到 的 数量 叫做 三 向 量 
a.b.c 的 混合 积 , 记 作 [ abc]. 

下 面 我 们 来 推出 三 向 量 的 混合 积 的 坐标 表示 式 . 

W a=(a,,a,,a,),b=(b,,b,,b,),c=(c,,c,,c,), 


i J k 
因为 ахь = |а, a, а, 
b, b, b. 
a, a, a, a, a, а, 
= i- 了 十 < 14 
b, b, b, b, b, b, 
再 按 两 向 量 的 数量 积 的 坐标 表示 式 , 便 得 
[abc]=(axb)'e 
а, а, а, а, а„ а, 
=C; =e + c, 
b, b b, : b, 
a, а, а, 
= |Б, b, b. 
C Cy G 
向 量 的 混合 积 有 下 述 几何 意义 : 


向 量 的 混合 积 [abc] = (axb): c 是 这 样 一 个 数 , 它 的 绝对 值 表 示 以 向 量 
a.b.c 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 .如 果 向 量 a b.c 组 成 右手 系 ( 即 c 的 指向 按 
右手 规则 从 a 转向 b 来 确定 ) ,那么 混合 积 的 符号 是 正 的 ;如 果 a,b,c 组 成 左手 
ЖОШ c 的 指向 按 左手 规则 从 a 转向 b 来 确定 ) ,那么 混 
合 积 的 符号 是 负 的 . 

шў OÀ = a, OB = b, OÓ =c. 按 向 量 积 的 
定义 ,向 量 积 a Xb= 了 是 一 个 向 量 , 它 的 模 在 数值 上 等 
于 以 向 量 a Mb 为 边 所 作 平 行 四 边 形 OADB 的 面积 ， 
它 的 方向 垂直 于 这 平行 四 边 形 的 平面 , 且 当 a、b、ec 组 
成 右手 系 时 ,向 量 f 与 向 量 c 朝 着 这 平面 的 同 侧 (图 | | 
8-26); 当 ae 组 成 左手 系 时 ,向 量 БШ с 朝 着 ш В= 26 
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这 平面 的 异 侧 .所 以 ,如 设 /与 c 的 夹 角 为 a, 那 么 当 a、b、c 组 成 右手 系 时 ,a 为 
锐角 ; 当 a b ce 组 成 左手 系 时 ,a Н.Н ` 
[abc]j=(axb):c=|laxbl|l|elcosa, 

所 以 当 a b c 组 成 右手 系 时 ,[ abc] 为 正 ; 当 a、b、c 组 成 左手 系 时 , [ арс) № 
А. 

因为 以 向 量 a、b、c 为 棱 的 平行 六 面体 的 底 ( 平 行 四 边 形 OADB ) 的 面积 S 
在 数值 上 等 于 |a xb|, 它 的 高 h 等 于 向 量 c 在 向 量 了 上 的 投影 的 绝对 值 ， 即 

h= |Prrcl = |с||соз al, ' 
所 以 平行 六 面体 的 体积 
V=Sh=laxb[lcellcosa|=l[abe]l. 

由 上 述 混合 积 的 见 何 意义 可 知 , 若 混合 积 [a b c]Z0, 则 能 以 a.b.c 三 向 量 
为 棱 构 成 平行 六 面体 ,从 而 a、b、e 三 向 量 不 共 面 ;反之 , 若 a、b、 c 三 向 量 不 共 
面 , 则 必 能 以 a .b.c 为 楼 构成 平和 和 六 面体 ,从 而 [a b ce] 天 0. 于 是 有 下 述 结论 : 

= a b c 共 面 的 充分 必要 条 件 是 它 : 们 的 混合 积 [a b c] = 0, 即 

а„ а а, | 
бе бё © . М 

#7 已 知 不 在 一 平面 上 的 四 点 : А (лу, у, 2), B Cans pm). 
С(х›, уу, z ).D(z.,y i, z4). RUMME ABCD 的 体积 . | 

解 ”由 立体 几何 知道 ,四 面体 的 体积 V З Р BAB ,АСЖДАР З. 
行 六 面体 的 体积 的 六 分 之 一 .因而 


=+I[25 AČ АВ. 
由 于 | 
АВ = (=, - TL Yi Y zT zi), 
AG=(z -zyy- yi zí zi), 
| AD =(х,—ху,у,— yi za 21), 
Йй Ре ТЕ О 


TX2 Zy WN Z ZI 
+ Жу Tı | Уз 7 Yi 23 21|, . 
хас Жү. Ут у X Zi 
上 式 中 符号 的 选择 必须 和 行列 式 的 符号 一 致 | 
例 8 ЕЯ А(1,2,0).В(2,3,1).С(4,2,2). М yz) АЖЕ, RA 
M WERT y 所 满足 的 关系 式 . i ы inp 
‚21. 


解 A、B、C、M 四 点 共 面相 当 于 AM 、A 方 .AG 三 向 量 共 面 ,这 里 AM = 


(х-1,у-2,«),АВ = (1,1,1),АС = (3,0,2). 按 三 向 量 共 面 的 充分 必要 条 件 ， 


可 得 | 
х-1 y~2 z 
1 1 1|=0, 
3 0 2 ЕУ 
即 2х+у-3«е-4=(0. 


这 就 是 点 M 的 坐标 所 满足 的 关系 式 . 
2] 题 8-2 


1, 设 a=3i- j-2k,b=i+2j- [4:4 

(1) а: b axb; (2) (- 2a)'3b 及 a X2b; (3) ab 的 夹 角 的 余弦 - 

2. ğa b c 为 单位 向 遇 , 且 满足 a+b+c=0, 求 a b+b'c+c'a. 

з. 已 知 М, (1,-1,2).М,(3,3,1)9 М, (3,1,3). ЖУМА. M, М, ANER (60) 1 {ў 


М. 


4. 设 质量 为 100 kg 的 物体 从 点 'M1(3,1,8) 沿 直线 移动 到 点 М, (1,4,2) ,计算 重力 所 作 


的 功 (坐标 系 长 度 单位 为 m, 重 力 方向 为 z 轴 负 方向 ). 


5. 在 杠杆 上 支点 O 的 一 侧 与 点 O 的 距离 为 =, 的 点 P, 处 ,有 一 与 OP 成 角 0, 的 力 F， 


作用 着 ;在 O 的 另 一 侧 与 点 O 的 距离 为 z;, 的 点 P, 处 ,有 一 与 5B: 成 角 0, 的 力 F, ЕЙ 
(8 – 27). [а 0, 6, ху х. ‚| Е | ‚| PE2| 符 合 怎样 的 条 件 才能 使 杠杆 保持 平衡 ? 


图 8-27 


6. 求 向 重 e=(4, -3,4) 在 向 量 5=(2,2,1) 上 的 投影 . 

7. 设 a=(3,5,-2),5=(2,1,4), 问 1 与 4& 有 怎样 的 关系 ,能 使 得 Me + Ab 与 z MEH? 
8. 试用 向 量 证 明 直 径 所 对 的 圆周 角 是 直角 . 

9. BMK a=2i-3J+k,b=i-j+3k Жїс=1-2],Ж: 

(1) (а'Б)с- (а•с)Ь; (2) (at+b)x(b+e); (3) (ахь) :с. 

10. 已 知 0A = i +3k,OB =j +3k,RAOAB 的 面积 . 


“1. ВЯа= (а, ,ау,а,),Ь=(Ь.,Ь,,Ь.),с= (с, .с,.с.), 有 


(ахЬ)+с=(ЬХхс)*а=(сХха)'Ь. 
12. 试用 向 量 证 明 不 等 式 : 


.22 ， 


Ма +а+а bi + bi+bi2 lab + а,Ь, + ауЬу|, 
其 中 ai ,es ,ay ,5 br b, 为 任意 实数 .并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 


第 三 节 曲面 及 其 方程 


一 、 曲 面 方程 的 概念 


在 日 常生 活 中 ,我 们 经 常会 遇 到 各 种 曲面 ,例如 反光 镜 的 镜面 .管道 的 外 表 
面 以 及 锥 面 等 等 . 

像 在 平面 解析 几何 中 把 平面 曲线 当 作 动 点 的 轨迹 一 一 样 ,在 空间 解析 几何 中 ， 
任何 曲面 都 看 做 点 的 几何 轨迹 .在 这 样 的 意义 下 ,如 果 曲 面 S 与 三 元 方程 

Е(х,у,=)=0 ` (1) 

有 下 述 关系 : 

(1) 曲面 S 上 任 一 点 的 坐标 都 清 足 方程 (1); 

(2) 不 在 曲面 S 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (1)， 
那么 ,方程 (1) 就 叫做 曲面 S 的 方程 ,而 曲面 S 就 叫做 方程 (1) 的 图 形 ( 图 8 一 28). 


图 8-28 | 8-29 
现在 我 们 来 建立 几 个 常见 曲面 的 方程 . 
例 1 建立 球 心 在 点 Mo(zo ,yo ,zo)\ 半 径 为 R 的 球面 的 方程 . 
解 人 ени 29) ,那么 


IMoM|= 
由 于 | 
所 以 N (== х0) +(y-y) +(z-z) =R, 
或 
(х-х)%*+(у- уо) + («— «„)* = R°. (2) 
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这 就 是 球面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 .而 不 在 球面 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 这 
方程 .所 以 方程 (2) 就 是 以 M (z ,yo z ARDOR 为 半径 的 球面 方程 . 

如 果 球 心 在 原点 ,那么 х = у, = zo=0, 从 而 球面 方程 为 

А, атут =R*. 02 

#12 设 有 点 A(1， 2 ,3) 和 B(2,-1,4), RAE AB 的 垂直 平分 面 的 
方程 

解 ” 由 题 意 知道 ,所 求 的 平面 就 是 与 A MB 等 距离 的 点 的 几何 轨迹 . 设 
ыы т 点 ,由 于 

И Е "9 [AMI = |BM], 

及 以 СЕ 1) +(y-2) + (2-3)? 

L P sa =; TOFI- 47. Si 
等 式 两 边 平方 ， 然后 化 简便 得 ， | 

2r -6y+2z-7=0. 

这 就 是 所 求 平面 上 的 点 的 坐标 所 满足 的 方程 ， 而 不 在 此 平面 上 的 点 的 坐标 都 不 
满足 这 个 方程 ， 所 以 这 个 方程 就 是 所 求 平 醒 的 方程 | 

以 上 表明 作为 点 的 几何 轨迹 的 曲面 可 以 用 它 的 点 的 坐标 阅 的 方程 来 表示 . 
反之 ,变量 zy 和 x 间 的 方程 通常 表示 此 处 曲面 .因此 在 空间 解析 几何 中 关于 
曲面 的 研究 ,有 下 列 两 个 基本 问题 ， 

(1) 已 知 一 曲面 作为 点 的 几何 轨迹 时 ， 建立 这 曲面 的 方程 

(2) 已 知 坐标 : хуу 和 间 的 一 个 方程 时 ， 研究 这 方程 所 表示 的 曲面 的 形状 . 

上 述 例 1 、 例 2 是 从 已 知 曲面 建立 其 方程 的 例子 ， АСЕМА 已 知 方程 研 
究 它 所 表示 的 曲面 的 例子: 

例 3 方程 .x? +y + 22 -2++4у= 0 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 ”通过 配方 , 原 方程 可 以 改写 成 

| es) Tt =з. i 

与 (2) 式 比较 ,就 知道 原 方程 表示 球 心 在 点 M (l, -2 ,0)、 半 径 为 R =/5 的 球面 

一 般 的 , 设 有 三 元 三 次 方程 И: 

Ax° + Ay? + Az’ + ре + Еу+ Fz+ G= -0, К 

这 个 方程 的 特点 是 缺 ту, yz, zz 各 项 ,而 且 平方 项 系数 相同 ， 只 要 将 方程 经 过 配 
方 可 以 化 成 方程 (2) 的 形式 ， 那么 它 的 图 形 就 是 一 个 球面 . 

下 面 , 作 为 基本 问题 (1) 的 例子 ,我们 讨论 旋转 曲面 ;作为 基本 问题 (2) 的 例 
子 ,我 们 讨论 柱 面 .第 四 目 中 对 二 次 曲面 的 讨论 ， 也 可 看 做 基本 问题 (2) 的 例子 ， 
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二 、 旋 转 曲 面 


以 一 条 平面 曲线 绕 其 平面 上 的 一 条 直线 旋转 一 a 
面 , 旋 转 曲 线 和 定 直 线 依 次 叫做 旋转 曲面 的 母线 和 轴 . 
HE yOz 坐标 面 上 有 一 已 知 曲线 C , 它 的 方程 为 ， 


f(y,z)=0, 
把 这 曲线 绕 z 轴 旋 转 一 周 ， 就 得 到 一 个 以 = 轴 为 轴 的 旋转 曲面 (图 8 — 30). 它 的 方 
程 可 以 求 得 如 下 z 
设 М, (0, у, ,zi ) 为 曲线 C 上 的 任 一 点 ,那么 有 | 
flyi,z1)=0. (3) C | DMO у. z) 


当 曲 线 C 绕 z 轴 旋 转 时 ,点 М, 8 z 轴 转 到 另 一 点 
M(z,yz), 这 时 z= z, 保持 不 变 , 且 点 M 到 >z 轴 的 
HEB: 


а= ү х? +y = Iyl. 
将 zz, y= £ rty RAGA, RA ЕРА 
ft z +y, х) =0, (4) 
这 就 是 所 求 旋转 曲面 的 方程 . | 
由 此 可 知 ,在 曲线 C 的 方程 f(y,z)=0 中 将 y 改 成 tv z° Ty , 便 得 曲线 
С 绕 z 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 . 
同 理 ,曲线 C 26 y 轴 旋 转 所 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 
Ку, Жм zt +22) = 0. | (5) 
例 4 直线 工 绕 另 一 条 与 二 相交 的 直线 旋转 一 z 
周 ,所 得 旋转 曲面 叫做 圆锥 面 . 两 直线 的 交点 叫做 圆锥 


面 的 项 点 ,两 直线 的 夹 角 a (0<a< 5 ) зе 8 


半 顶 角 . 试 建立 顶点 在 坐标 原点 O ,旋转 轴 为 < 轴 , 半 
顶 角 为 a 的 圆锥 面 (图 8 - 31) 的 方程 . 
解 在 yOz 坐标 面 上 ,直线 L 的 方程 为 
z= ycot а, (6) 
因为 旋转 轴 为 < 轴 , 所 以 只 要 将 方程 (6) 中 的 y 改 成 
+ / z? + у , 便 得 到 这 圆锥 面 的 方程 


z= tya + y cota ' | 图 8-31 
. 25 ° 


或 
22 =a lr + y), е | E 
其 中 q = cot a. 
“显然 ,圆锥 面 上 任 一 点 M 的 坐标 一 定 满足 方程 (7) .如 果 点 M 不 在 圆锥 面 
上 ,那么 直线 OM 与 z 轴 的 夹 角 就 不 等 于 a, 于 是 点 M 的 坐标 就 不 满足 方程 (7). 
例 5 将 Oz 坐标 面 上 的 双 曲 线 | 


x 之 . 


pr 
за? с 


Аз: 轴 和 < 轴 旋 转 一 H, 求 所 生成 的 施 转 曲面 的 方程 
解 绕 z ена E T A AA E ыы 8 = 32), 它 的 方 


程 为 


图 8-32 | 8-33 


E x BANEET AR AG NEPE ЕП ШЕЕ УОП ЖОШ И (ИШ в - 33), 它 的 方程 为 
z | 


Se ШШЕ. бошой о 
а с 


=. #0 

我 们 先 分 析 一 个 具体 的 例子 

例 6 方程 ;'+ у? =R 表示 怎样 的 曲面 ? 

解 Ену = R° 在 хОу 面 上 表示 圆心 在 原点 O BRY R 的 圆 .在 
空间 直角 坐标 系 中 ,这 方程 不 含 竖 坐 标 =, 即 不 论 空间 点 的 竖 坐 标 z 怎样 ,只 要 


CHRE d .和 纵 坐 标 y 能 满足 这 方程 ,那么 这 些 点 就 在 这 曲面 上 .这 就 是 说 ， 
。26 ` 


凡是 通过 хОу 面 内 圆 x* + у =R 上 一 点 M(z,y,0), 且 平行 于 z 轴 的 直线 ¿ 
都 在 这 曲面 上 ,因此 ,这 曲面 可 以 看 做 是 由 平行 于 z 轴 
的 直线 ! хоу ЕН хх + у = R? 移动 而 形成 的 . 
这 曲面 叫做 圆柱 面 (图 8 - 34), хОу HERM z? + y? = 
R 叫做 它 的 准 线 ,这 平行 于 z 轴 的 直线 1 叫做 它 的 母 
线 . 

一 般 的 ,直线 L 沿 定 曲线 C 平行 移动 形成 的 轨迹 
叫做 柱 面 , 定 曲线 C 叫做 柱 面 的 准 线 , 动 直线 L 叫做 柱 
面 的 母线 . | 

上 面 我 们 看 到 ,不 含 z 的 方程 x* + y = К? 在 空间 
直角 坐标 系 中 表示 圆柱 面 , 它 的 母线 平行 于 z 轴 , 它 的 = 
准 线 是 хОу IB E BS Bl] z? + у = R°. 

类 似 地 ,方程 y =2х 表示 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 它 的 准 线 是 хОу 面 上 的 
抛物 线 y =2z ,该 柱 面 叫做 抛物 柱 面 (图 8-35). 

又 如 ,方程 zx- y=0 表示 母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 ， хвал хОу 面 上 的 直 
线 z 一 y=0, 所 以 它 是 过 z 轴 的 平面 (图 8 一 =36). 


В 8—35 . 8—36 


一 般 的 ,只 含 zy 而 缺 z 的 方程 F(x,y) =0 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 和 母 
线 平行 于 > 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 хОу 面 上 的 曲线 C:F(z,y)=0 (图 8-37). 

类 似 可 知 , 只 含 zz MEy 的 方程 G(z,z)=0 和 只 含 y、z П х 的 方程 
有 H(y,z)=0 分 别 表示 母线 平行 于 y 轴 和 <z 轴 的 柱 面 . 

例如 ,方程 .zx - z=0 表示 母线 平行 于 у. 轴 的 柱 面 ,其 准 线 是 xOz 面 上 的 直 
Br- z=0. Ga a АВ- 38). 


27. 


F(x, y)=0 
[ШР 


图 8-37 8-38 
四 、. 二 次 曲面 


与 平面 解析 几何 中 规定 的 二 次 曲线 相 类 似 ,我 们 把 三 元 二 次 方程 F(z,y， 
z) =0 所 表示 的 曲面 称 为 二 次 曲面 .而 把 平面 称 为 一 次 曲面 . 

二 次 曲面 有 九 种 ,适当 选取 空间 直角 坐标 系 ,可 得 它们 的 标准 方程 . 下 面 就 
九 种 二 次 曲面 的 标准 方程 来 讨论 二 次 曲面 的 形状 . 

(1) 椭圆 锥 面 Tth 

以 垂直 于 z 轴 的 平面 z =: 截 此 曲面 , 当 = 0 时 得 一 点 (0,0,0); 当 ?天 0 
时 ,得 平面 == : ЕШ 


х? 2 
er eS 

>4 ¿£ 变化 时 ,上 式 表 示 一 族长 短 轴 比例 不 变 的 椭圆 , 当 |z| 从 大 到 小 并 变 为 0 时 ， 
这 族 椭圆 从 大 到 小 并 缩 为 一 点 .综合 上 述 讨 论 , 可 得 桶 圆锥 面 
(1) 的 形状 如 图 8 一 39 所 示 . 

平面 z= 与 曲面 F(x,y,z)=0 的 交 线 称 为 截 痕 .通过 
综合 截 痕 的 变化 来 了 解 曲面 形状 的 方法 称 为 裁 痕 法 . 

我 们 还 可 以 用 伸缩 变形 的 方法 来 得 出 椭圆 锥 面 (1) 的 形 
1. 

先 说 明 хОу 平面 上 的 图 形 伸缩 变形 的 方法 .在 хОу 平面 x 
上 ,把 点 М(х,у) ЖД M(xz,Xy), 从 而 把 点 M 的 轨迹 C 
变 为 点 M 的 轨迹 C', 称 为 把 图 形 C W y 轴 方 向 伸缩 4 fE E pR. 7 
图 形 C .假如 C 为 曲线 F(z,y)=0, 点 M(zi,y1)EC, 点 M 图 8-39 


‚ 28 > 


И —. 
Кау Z 


EHRAM (22:91) RP х= х,у = Ау, z, = 2,71 =L, AA MEC, 


Ж Е(л\, у) = 0, iF (21,392) = 0, EIA M (т, у, ME C' 的 方程 为 


2 2 


(аэ) = 0. ИВИ z2 + y? = a? 88 y ОГНИ С В, EA Ey + 5 
=1 (88-40). ү | 
类 似 地 ,把 空间 图 形 沿 ， 轴 方向 伸缩 熏 倍 ,那么 圆锥 面 工 二 = ze 


(图 8 一 31) 即 变 为 椭圆 锥 面 =y + >> = =° (El 8—39). 


利用 圆锥 面 (旋转 曲面 ) 的 伸缩 变形 来 得 出 椭圆 锥 面 的 形状 ,这 种 方法 是 研 
究 曲面 形状 的 一 种 较 方 便 的 方法 . 


y . К Моа 
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图 8- 40 图 8-41 


OMRE Giht 
~ a b c 
把 xOz TE Zy + m =Ë = 轴 旋 转 ,所 得 曲面 称 为 旋转 横 球 面 ,其 
方程 为 
z+ z 
ы. 


5 =l. 
a c 


再 把 旋转 三 球面 沿 y MD KRR A, ERTE (2) ЕКШШ 8 — 41 В. 


当 a= b=c (2) 00 х + у + z? = а? , X Er pR D ТЕЛИ дд ERA 
а 的 球面 .显然 ,球面 是 旋转 椭 球 面 的 特殊 情形 ,旋转 椭 球 面 是 椭 球 面 的 特殊 情 


Ж.Ж 2 + у +z?=a? 沿 z йшй ©, LLL R 1,77 ‚+ 


_, 2Q œ 


m = B y Bi ERRAR HRT (2). 
(3) 单 叶 双 曲面 +2;-®=1 


把 zxOz 面 上 的 双 曲 线 2z -Š =% z 轴 旋 转 ,得 旋转 单 叶 双 曲面 


`2 2 
т ty _ 
二 -一 一 一 


Z =1 (图 8- 32). карк а t, MARR 
曲面 (3). i 
(4) НЭШ 25-72-21 


把 zxoz 面 上 的 双 曲 线 = Zsiga 轴 旋 转 ， 得 旋转 双 时 双 曲 面 


a 


z - 32 E = 1 (图 8- 33) ,把 此 旋转 曲面 沿 y ETET, 


面 (4)， 
(5) PARAN G + 


1 


把 xOz minuspa й: 轴 旋 转 ， ОА 如 


图 8 - 42 所 示 . 把 此 旋转 曲面 沿 y AICE REBOL T 
抛物 面 (5). 
(6) 双 曲 抛物 面 = -3 =z 


а? 


D HH J 3 8 X #k 23 gz Iñi , ПНЕ ЖИЕ 
Ж. 


用 平面 z ='t ЊН, И I ЖШ х=: 上 的 抛 
物 线 图 8-42 


2 2 


Ж. Ж 


一 之 一 一 小 
b: а?” 


此 抛物 线 开口 朝 下 ,其 顶点 坐标 为 | 
32 
х=і,у=0, сЕ 


当 ， t 变化 时 ， l 的 形状 不 变 ， 位 置 只 作 平 移 ,而 l “ҮТП 为 平面 y= 0 上 
的 抛物 线 


2 
_ Ж 
z=. 
a 
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因此 ,以 i 为 母线 ,LL 为 准 线 , 母 线 ¿ 的 顶点 在 准 线 工 上 滑动 , 且 母 线 作 平行 移 
动 ,这 样 得 到 的 曲面 便 是 双 曲 抛物 面 (6) ,如 
图 8-43 所 示 . 

还 有 三 种 二 次 曲面 是 以 三 种 二 次 曲线 为 
准 线 的 柱 面 

r Эс у? 


x — Fs 
~tl, =l, z =ay, 
a b a b . 


依次 称 为 椭圆 柱 面 、 双 曲 柱 面 、 抛 物 柱 面 . 柱 
面 的 形状 在 第 三 目 中 已 经 讨论 过 ,这 里 不 再 


习 题 8-3 


1. 一 动 点 与 两 定点 (2,3,1) 和 (4,5,6) 等 距离 , 求 这 动 点 的 轨迹 方程 . 

2. 建立 以 点 (1,3, -2) 为 球 心 , 且 通 过 坐标 原点 的 球面 方程 .， 

3. У rty +2? - 252 +4у+ 22 = 0 表示 什么 曲面 ? 

4. 求 与 坐标 原点 O (2,3,4) ВЕЕ 1:2 的 点 的 全 体 所 组 成 的 曲面 的 方程 ， 它 
表示 怎样 的 曲面 ? 

5. 将 хО 坐标 面 上 的 抛物 线 > = 5z 绕 z 轴 旋 转 一 周 ， |, 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 

6. 将 xOz 坐标 面 上 的 加 т? + z? =9 绕 z 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 . 

7. 将 хОу 坐标 面 上 的 双 曲 线 4r? - 9y? = 36 分 别 绕 z 轴 及 y 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 
旋转 曲面 的 方程 . | 

8. 画 出 下 列 各 方程 所 表示 的 曲面 


5 5 ое 


9 
(3) s sq (4) y -z=0; 
(5) z=2- x°.. 
9. 指出 下 列 方程 在 平面 解析 几何 中 和 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 : 
(1) z=2; (2)у=х+1; 
(3) х2 + у= 4; (4) z -y =l. 
10. 说 明 下 列 旋转 曲面 是 怎样 形成 的 : 
DFAE 1 О) а-аа 
(3) 2 - y. -z =l; : (4) (2-а) = х? +y. 
п. а аа 
(1) 422 + у -z =4; (2) z? -y -42 = 4; 
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“第 四 节 ”空间 曲线 及 其 方程 


一 、 空 间 向 线 的 一 般 方程 


空间 昌 线 可 以 看 做 两 个 遇 面 的 交 线 ， É 
| F(z,y,z)= 0 和 Glz,y, z)=0 
是 两 个 曲面 的 方程 ,它们 的 交 线 为 C (图 8 - 44). 因为 曲线 C 上 的 任何 点 的 从 
标 应 同时 满足 这 两 个 曲面 的 方程 ,所 以 应 满足 方程 组 
Е(х,у,)=0, 
к ч) 
反 过 来 ,如 果 点 M 不 在 曲线 C 上 ,那么 它 不 可 能 同时 在 两 个 曲面 上 ,所 以 
它 的 坐标 不 满足 方程 组 (1). Ale, 曲线 O PUKA PHa Ta S LEREN: 方程 组 (1) 
叫做 空间 曲线 C 的 一 же: 


图 8-44 Е 图 8- 45 
@J1 EH 
хт? 十 у? =1, 
2z+3z=6 
表示 怎样 的 曲线 ? 


解 ” 方 程 组 中 第 一 个 方程 表示 母线 平行 于 « 轴 的 圆柱 面 ,其 准 线 是 хОу Hi 
上 的 圆 ,圆心 在 原点 O ,半径 为 1. 方程 组 中 第 二 个 方程 表示 一 一 个 母线 平行 于 у 
轴 的 柱 面 ,由 于 它 的 准 线 是 xOz 面 上 的 直线 ， 因此 它 是 一 个 平面 . 方程 组 就 表示 
上 述 平面 与 圆柱 面 的 交 线 , 如 图 8- 45 所 示 . 
例 2 方程 组 
. 32 А 


Йа с ал 2 
т=/а—х-—у, 


көз) 
表示 怎样 的 曲线 ? 
解 方程 组 中 第 一 个 方程 表示 球 心 在 坐标 原点 
O ,半径 为 。 的 上 半球 面 .第 二 个 方程 表示 母线 平行 
于 = 轴 的 圆柱 面 , 它 的 准 线 是 Оу 面 上 的 加 ,这 圆 的 
回 心 在 点 [他 ,0 ) ,半径 为 分 .方程 组 就 表示 上 述 半 球 
面 与 圆柱 面 的 交 线 ,如 图 8 一 46 所 示 . 


图 8-46 


二 、 空 间 曲 线 的 参数 方程 

空间 曲线 C 的 方程 除了 一 般 方程 之 外 ， 也 可 以 用 参数 形式 表示 , 只 要 将 C 
上 动 点 的 坐标 x 、y 、z 表示 为 参数 上 的 函数 

r= x(t), 
ено, (2) 
z= z(t). | 
当 给 定 ¿= 时 ,就 得 到 C 上 的 一 个 点 (zyiyzi); ; 随 着 t 的 变动 便 可 得 曲线 
C 上 的 全 部 点 .方程 组 (2) 叫 做 空间 曲线 的 参数 方程 . 

例 3 ”如果 空 间 一 点 M 在 圆柱 面 z*+y = a° 上 以 
角速度 o 绕 z 轴 旋 转 , 同 时 又 以 线 速度 o 沿 平行 于 z #H 
的 正方 向 上 升 (其 中 wv 都 是 常数 ) ,那么 点 М 构成 的 图 
形 叫 做 螺旋 线 . 试 建立 其 参数 方程 ， 

E 取 时 间 : 为 参数 . 设 当 上 =0 时 , 动 点 位 于 х HH 
上 的 一 点 A(a,0,0) 处 .经 过 时 间 上 , 动 点 由 A 运动 到 M 
(х,у,х) (图 8 一 47). 记 M 在 zxOy 面 上 的 投影 为 M ,M 
的 坐标 为 zx,y,0. 由 于 动 点 在 圆柱 面 上 以 角速度 w 绕 z 
轴 旋 转 ,所 以 经 过 时 间 2, Z AOM’ = wit. 从 而 

x= | OM’ |соз Z AOM’ = acos wt, 
= | OM’ |sin Z AOM’ = asin wt. | 
由 于 动 点 同时 以 线 速度 o 沿 平行 于 z 轴 的 正方 向 上 升 ,所 и 
以 | 


z= M M= ъи. 
因此 螺旋 线 的 参数 方程 为 
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х= асоѕ ot, 
у= аѕіп wt, 
z= ot. 


也 可 以 用 其 他 变量 作 参 数 .例如 令 0= ot , 则 螺旋 线 的 参数 方程 可 写 为 
| (ж = acos 0, ооа 
29 0, 
z = b0. 
这 里 = 二 二 而 参数 为 0. 


ma E 3: ih k ANNA. 例如 ,平头 螺丝 钉 的 外 缘 曲 线 就 是 螺旋 线 . 当 
我 们 拧紧 平头 螺丝 钉 时 , 它 的 外 缘 曲 线 上 的 任 一 点 M ,一 方面 绕 螺丝 钉 的 轴 旋 
转 , 另 一 方面 又 沿 平行 于 轴线 的 方向 前 进 ,点 M 就 走出 一 段 螺 旋 线 . 

螺旋 线 有 一 个 重要 性 质 ; 当 0 从 0 变 到 0, + a 时 ,z Н 50, 变 到 50, + ba. 
这 说 明 当 OM ' 转 过 角 a 时 , M 点 沿 螺旋 线 上 升 了 高 度 ba , 即 上 升 的 高 度 与 OM” 
转 过 的 角度 成 正比 .特别 是 当 OM’ 转 过 一 周 , 即 а=2х 时 , M 点 就 上 升 固定 的 
HE h =2x6 .这 个 高 度 h =2xb Етаж ЕШ Е. 

` 曲面 的 参数 方程 
下 面 顺便 介绍 一 下 曲面 的 参数 方程 .曲面 的 参数 方程 通常 是 含 两 个 参数 的 


方程 , 形 如 
Ee 
реза. Е | (3) 
z=x(s,t). i 


例如 空间 曲线 Г 
| х= ф(1ї) 
| y(t), (а<:< В) 
z=w(t) : 
绕 z 轴 旋 转 ,所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
z=V[o(t) 2 +[y()] соз 0, 


а<:< 8, 
[ф(:)] +402) ] sin 0, ( 
py 


这 是 因为 ,固定 一 个 1 r ЕАМ, (фо), (2), 0000), А М, 8 = 轴 施 
转 , 得 空间 的 一 个 圆 , 该 圆 在 平面 z = w(i) 上 ,其 半径 为 点 М, 到 z 轴 的 距离 
/ТеС + 10001,9 t 的 方程 (4) 就 是 该 圆 的 参数 方程 :再 令 1 在 


[a ,8] 内 变动 ,方程 (4) 便 是 旋转 曲面 的 方程 . 
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(4) 


例如 直线 


绕 = 轴 旋 转 所 得 旋转 曲面 (图 8 - 48) 的 方程 为 
х= М1+ 12соѕ 0, 
y=V1+4sin 0, 
z=2t 
(上 式 消去 O 和 8, 得 曲面 的 直角 坐标 方程 为 +y = l+). 
又 如 球面 x° + у? + 2° = a? 可 看 成 xOz 面 上 的 半圆 周 


x=asin ф, 
у=0, 0<фр©т 


| 图 8-48 图 8$- 49 
绕 z 轴 旋 转 所 得 (图 8 - 49) , 故 球面 方程 为 
人 e EA 
= азїп osn б, 
У ý 0<0<2x. 
= acos ф, 


三 、 空 间 曲 线 在 坐标 面 上 的 投影 


设 空 间 曲 线 C 的 一 般 方程 为 


F(z,y,z)=0, 
е с (5) 
现在 来 研究 由 方程 组 (5) 消 去 变量 z 后 所 得 的 方程 
нуно; | (6) 
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由 于 方程 (6) 是 由 方程 组 (5) 消 去 z 后 所 得 的 结果 ,因此 当 z、y 和 >z 满足 方 
程 组 (5) 时 ,前 两 个 数 xz 、y 必定 满足 方程 (6), 这 说 明 曲 线 C 上 的 所 有 点 都 在 由 
方程 (6) 所 表示 的 曲面 上 . 

由 上 节 知 道 , 方 程 (6) 表 示 一 个 母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 .由 上 面 的 讨论 可 
知 ,这 柱 面 必定 包含 曲线 C. 以 曲线 C 为 准 线 、 母 线 平行 于 z 轴 ( 即 垂直 于 хОу 
面 ) 的 柱 面 叫做 曲线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 ,投影 柱 面 与 хОу 面 的 交 线 叫做 
空间 曲线 C 在 хОу 面 上 的 投影 曲线 ,或 简称 投影 .因此 ,方程 (6) 所 表示 的 柱 面 
必定 包含 投影 柱 面 ,而 方程 
H(z,y)=0, 
z=0 
所 表示 的 曲线 必定 包含 空间 曲线 C 在 хОу 面 上 的 投影 . 

同 理 ,消去 方程 组 (5) 中 的 变量 z 或 变量 >, 再 分 别 和 z=0 或 y=0 联 立 ， 
我 们 就 可 得 到 包含 曲线 C 在 yOz 面 或 xOz 面 上 的 投影 的 曲线 方程 : 


S au 或 | ,z)=0, 
例 4 已 知 两 球面 的 方程 为 
z’ +y + 2? = 1 (7) 


з? +0(у- 1) +(2-1)2=1, ` (8) 
求 它 们 的 交 线 C 在 Оу 面 上 的 投影 方程 . 
解 ” 先 求 包含 交 线 C 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 方程 .因此 要 由 方程 (7)、 
(8) 消 去 = ,为 此 可 先 从 (7) 式 减 去 (8) 式 并 化 简 ,得 到 
y+z=1. 
再 以 z=1- y 代 人 方程 (7) 或 (8) 即 得 所 求 的 柱 面 方程 为 
22 +2y -2у=0. 
容易 看 出 ,这 就 是 交 线 C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 方程 ,于 是 两 球面 的 交 线 在 
хОу 面 上 的 投影 方程 是 
22 +2y -2y=0, 
w= | 
在 重 积 分 和 曲面 积分 的 计算 中 ,往往 需要 确定 一 个 立体 或 曲面 在 坐标 面 上 
的 投影 ,这 时 要 利用 投影 柱 面 和 投影 曲线 . 
例 5 ОООО 
围 成 (图 8- 50) , 求 它 在 хОу 面 上 的 投影 . 
解 ”半球 面 和 锥 面 的 交 线 为 
。36 ` 


с Мааа 2 


| х= ү 3l + уг). 


由 上 列 方程 组 消去 = ,得 到 zz + у = 1. 这 是 一 个 
母线 平行 于 = 轴 的 圆柱 面 ,容易 看 出 ,这 恰好 是 交 


R C 关于 хОу 面 的 投影 柱 面 ,因此 交 线 C 在 zxO ЛУ. 
а кюне» КЕ 
| +y =i, AAA 
| ике). 4 x +y =< 
这 是 ZOy 面 上 的 一 个 圆 ,于 是 所 求 立 体 在 хОу 面 8—50 
上 的 投影 ,就 是 该 圆 在 хОу 面 上 所 围 的 部 分 : | 
z? +y. 
27 题 8-4 
1. 画 出 下 列 曲 线 在 第 一 卦 限 内 的 图 形 : 
(1) х=1, (2) г=/4-х*-у1, 
y=2; х-у=0; 
rtty =a, 


2. 指出 下 列 方程 组 在 平面 解析 几何 中 与 在 空间 解析 几何 中 分 别 表示 什么 图 形 : 


z 2 
ыйы], 2 43 p. 
(1) x j © (2)44 9 
у=2х-3; 


у=3. 
22 + у + 2? = 
| zr’ tz – у= 0 
4, 求 球面 r +y + z? =9 与 平面 z+ z=1 的 交 线 在 хОу 面 上 的 投影 的 方程 . 
5. 将 下 列 曲线 的 一 般 方 程 化 为 参数 方程 ; 


(х-1) +y +(z+1):=4, 


16, 
3. 分 别 求 母线 平行 于 z А у 轴 而 且 通过 曲线 的 柱 面 方程 . 


х? +y +z =9, 


(1) | . (2) 


y= =; z=0. 
х = асоѕ 0, 
6. rasaj; = asin 0, 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 ， 
z= b8 


7. RELÆROS?:SV a° -r - у УЙЕ =? + y Sar (ea>0) 的 公共 部 分 在 хОу Tl 
和 xzOz 面 上 的 投影 . 
8. 求 旋转 抛物 面 z= т ty (0 委 z 委 4) 在 三 坐标 面 上 的 投影 ， 
‚37. 


第 五 节 平面 及 其 方程 


在 本 节 和 下 一 节 里 ， 我 们 将 以 向 量 为 工具 ， 在 空间 直角 坐标 系 中 讨论 最 简单 
кишик н 


= 平面 的 点 法 式 方程 


如 果 一 非 零 向 量 垂 直 于 一 平面 ,这 向 量 就 叫做 该 平面 的 法 线 向 量 . 容易 知 
道 ,平面 上 的 任 一 向 量 均 与 该 平面 的 法 线 向 量 垂直 . 

因为 过 空间 一 点 可 以 作 而 且 只 能 作 一 平面 垂直 于 一 已 知 直线 ,所 以 当 平 面 
五 上 一 点 Mu(zo,yoyzo) 和 它 的 一 个 法 线 向 量 m=(A,B,C) 为 已 知 时 ,平面 II 
的 位 置 就 完全 确定 了 .下 面 我们 来 建立 平面 H 的 方程. 

设 M(xz,y,z) 是 平面 了 上 的 任 一 点 (图 8 - 51). АЕМ, МЫЗ 
H ñE hI] BEL n 垂直 , 即 它们 的 数量 积 等 于 零 

n° ‘M, M = 0. 

由 于 n=(A,B,C), M.M =(x- xz, y yz 
zo), 所 以 有 

А(х-х,) +В(у-у) + С(=- 2) =0. (1) 
这 就 是 平面 H LIE— М 的 坐标 z,y,z 所 满足 的 方 
№. 


反 过 来 ,如 果 М(х,у, х) ЖЕ 8 H Е, AN Ш 8-51 
ЖМ„М5 IS п 不 垂直 ,从 而 п. Mo 及 去 0, 即 不 在 平面 H ERAM 的 坐 
标 z,y,z 不 满足 方程 (1). 

由 此 可 知 ,平面 了 上 的 任 一 点 的 坐标 xz,y,z 都 满足 方程 (1); 不 在 平面 П 
上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 (1). 这 样 ,方程 (1) 就 是 平面 H 的 方程 ,而 平面 H 
就 是 方程 (1) 的 图 形 .由 于 方程 (1) 是 由 平面 了 上 的 一 点 Mo (zo,yo ,zo) 及 它 的 
一 个 法 线 向 量 ma=(A,B,C) 确 定 的 ,所 以 方程 (1) 叫 做 平面 的 点 法 式 方 程 . 

例 1 求 过 点 (2,-3,0) 且 以 m=(1,-2,3) 为 法 线 向 量 的 平面 的 方程 . 

解 ”根据 平 面 的 点 法 式 方程 (1) ,得 所 求 平 面 的 方程 为 

(х-2)-2(у+3)+3=0, 
即 | х-2у+3е-8=0. 

2 求 过 三 点 M,(2,-1,4)、M:(-1,3,-2) 和 Mi(0,2,3) 的 平面 的 方 
В. 
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解 ” 先 找 出 这 平面 的 法 线 向 量 m .由 于 向 量 n 5 B BELEM, M; M, М, 
É, MM, M, =(-3,4,-6),Mi 人 =(-2,3,-1), 所 以 可 取 它 们 的 向 量 积 为 
hn, 即 x 


| i j k 
n=MMxMM=|-3 4 -6 
| 


=14i+9j-k, | 
根据 平面 的 点 法 式 方程 (1) ,得 所 求 平 面 的 方程 为 
14(x-2)+9(y+1)-(z-4)=0, 
即 l4r+9y-z-15=0. 


二 、 平 面 的 一 般 方 程 


由 于 平面 的 点 法 式 方 程 (1) 是 x 、y、z 的 一 次 方程 ,而 任 一 平面 都 可 以 用 它 
上 面 的 一 点 及 它 的 法 线 向 量 来 确定 ,所 以 任 一 平面 都 可 以 用 三 元 一 次 方程 来 表 
Ж. 
反 过 来 , 设 有 三 元 一 次 方程 | 
Ах + Ву + Cz + р = 0. (2) 


我 们 任 取 满 足 该 方程 的 一 组 数 zo, уо, 20, П 


: Ах, + Ву, + Cza + D = 0. (3) 
把 上 述 两 等 式 相 减 ,得 | 
А(х-х„)+ В(у- у) + C(z — 20) =0. (4) 

把 它 和 平面 的 点 法 式 方程 (1) 作 比较 ,可 以 知道 方程 (4) 是 通过 点 Mo (хо, уо, zo) 
且 以 n=(A,B,C) 为 法 线 向 量 的 平面 方程 .但 方程 (2) 与 方程 (4) 同 解 ,这 是 因 
为 由 (2) 减 去 (3) 即 得 (4) ,又 由 (4) 加 上 (3) 就 得 (2). 由 此 可 知 , 任 一 三 元 一 次 方 
程 (2) 的 图 形 总 是 一 个 平面 .方程 (2) 称 为 平面 的 一 般 方程 ,其 中 х,у, 的 系数 
就 是 该 平面 的 一 个 法 线 向 量 n 的 坐标 , 即 n= (А,В,С). 

例如 ,方程 

Зх -4у+ = -9=0. 

表示 一 个 平面 ,n = (3, -4,1) 是 这 平面 的 一 个 法 线 向 量 . 

对 于 一 些 特殊 的 三 元 一 次 方程 ,应 该 熟悉 它们 的 图 形 的 特点 . 

当 D=0 时 ,方程 (2) 成 为 Az+ Ву+ Cz=0, 它 表示 一 个 通过 原点 的 平面 . 

当 A=0 时 ,方程 (2) 成 为 By+ С: + р-= 0,88 n = (0, B, C) E 8 + 
z 轴 , 方 程 表示 一 个 平行 于 z 轴 的 平面 . | 
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同样 ,方程 Az+ Cz+D=0 和 Az+By+D=0, 分 别 表示 一 个 平行 于 у 轴 
和 z 轴 的 平面 . 


当 A=B=0 时 ,方程 (2) 成 为 Cz+ D=0 8 z=- Оа n=(0,0,C) 


同时 垂直 > 轴 和 y 轴 , 方 程 表示 一 个 平行 于 хОу 面 的 平面 . 

同样 ,方程 Az + D=0 和 By + D =0 分 别 表示 一 个 平行 于 yOz 面 和 zOz 
面 的 平面 . 

例 3 求 通过 z 轴 和 点 (4, -3, -1) 的 平面 的 方程 . 

解 ” 由 于 平面 通过 z 轴 , 从 而 它 的 法 线 向 量 垂直 于 x 轴 , 于 是 法 线 向 量 在 
z 轴 上 的 投影 为 零 , 即 A =0; 又 由 平面 通过 > 轴 , 它 必 通 过 原点 ,于 是 D = 0. 因 
此 可 设 这 平面 的 方程 为 


By + Cz=0. 

又 因 这 平面 通过 点 (4, 一 3, 一 1), 所 以 有 
-3В-С=0, 

或 С= -3В. 

以 此 代入 所 设 方程 并 除 以 B (В3:0) , 便 得 所 求 的 平面 方程 为 
у-3==0. 


14 设 一 平面 与 xz、y、z ЖА ЖЖК УР (а, 0,0). 9 (0, Ь,0). 
R(0,0,c) 三 点 (图 8 一 52), 求 这 平面 的 方程 (其 中 a#0,b#0,c#0). 
解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 
Ах + By +t Cz+D=0. 
因 P(a,0,0)、Q(0,5,0)、R(0,0,c) 三 点 都 在 这 平面 
上 ,所 以 点 P.Q R 的 坐标 都 满足 方程 (2); 即 有 
(as p-o. 


bB + D=0, 
cC+D=0, 
4 ss 二 =. D Н 
тас В 8 — 52 
以 此 代 人 {2) 并 除 以 D ( D=0) , 便 得 所 求 的 平面 方程 为 
Zp kia, (5) 
a b с 


方程 (5) 叫 做 平面 的 截 距 式 方程 ,而 be 依次 叫做 平面 在 z、y、z ШЕШШ. 
， 三 、 两 平面 的 夹 角 


两 平面 的 法 线 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐角 ) 称 为 两 平面 的 夹 角 . 
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设 平面 H, 和 IL, 的 法 线 向 量 依次 为 n =(А,, 
B,C) 和 быы. 那么 平面 H, 和 H, 的 


A 
kf 0 (Bj 8 - 533 Ж(п,; п,)йй(—-п,,п,)=т-— 


个 
(п, 《mw ) 两 者 中 的 锐角 ,因此 ,cos 0 = |cos (n, ,n,)|. 
按 两 向 量 夹 角 余 弦 的 坐标 表示 式 , 平 面 НЕ: Р 
的 夹 角 9 可 由 


|A,A,+B,B, + C, G, | 


来 确定 . 


从 两 向 量 垂直 、 平 行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结论 : 
П,.П, 互相 垂直 相当 于 А, +В, Г + С,С,=0; 


cos 0= 


5 求 两 平面 zx- „йкы ЗЫ ск ИЕН ТАУ 
解 由 公式 (6) 有 
osa U2 2121 „1 
因此 ,所 求 夹 角 0= +. 
例 6 一 平面 通过 两 点 M,(1,1,1) 和 M:(0,1, -1) 且 垂直 于 平面 z+ y + 


z=0, 求 它 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 平 面 的 一 个 法 线 向 量 为 
= n=(A,B,C). 

HM, M, = (-1,0, 一 2) 在 所 求 平面 上 , 它 必 与 n 垂直 ,所 以 有 

-A-2C=0. | (7) 
又 因 所 求 的 平面 垂直 于 已 知 平面 zx+y+z=0, 所 以 又 有 

А+В+С=0. (8) 
由 (7)、(8) 得 到 

A= =2G, 

B=C 


由 平面 的 点 法 式 方程 可 知 ,所 求 平 面 方程 为 
A(x-1)+B(y-1)+C(z-1)=0. 
将 A= -2C K B= C INA EK ЖЖ C (C#0), %14 
-2(x-1)+(y-1)+(z-1)=0, 
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或 2r-y-z=0. 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 . 

例 7 设 Pu(zo,yo,zo) 是 平面 Az + By + Cz+ D = 
0 外 一 点 , 求 P, 到 这 平面 的 距离 (图 8 一 54). 

解 ” 在 平面 上 任 取 一 点 P,(zi,y ,zi), 并 作 一 法 线 
向 量 n, 由 图 8 一 54, 并 考虑 到 iP 与 n 的 夹 角 9 也 可 能 
是 钝 角 , 得 所 求 的 距离 

а= |Prj, P, P, |. 
设 e, 为 与 向 量 n 方向 一 致 的 单位 向 量 ,那么 有 
Prj, P, P, = 五 Pa "e 


п? 


而 
e, =——— (A,B,C), 
P, P; = Соар ыш ), 
А(хе-х,)+ В(у- у) + C(zo ~ 21) 
VA + В? + С? 
_ Ах, + Ву, + Czo (Ах, + Ву, + Сг) 
МА? + В? + С? | 
由 于 Ax, + Ву, + Cz, + D=0, 
所 以 | Prj, РР, = А29 t В» + Cz + D 
VA + B° + С? 
由 此 得 点 Po( zo ,yo ,zo) 到 平面 Az + Ву+ Cz + D =0 的 距离 公式 
= | Ах, + Ву, + Сг, + D | 
МА? + В+ Сі ` 
例如 , 求 点 (2,1,1) 到 平面 zx+y- zx+1=0 的 距离 ,可 利用 公式 (9) , 便 得 


Prj, P, Po = 


& 


4 (9) 


习 E 8-5 


1. 求 过 点 (3,0, - 1) 且 与 平面 3z -7y+5z-12=0 平 行 的 平面 方程 . 

2. 求 过 点 Mo(2,9, - 6) 且 与 连接 坐标 原点 及 点 М, 的 线段 OM, 垂直 的 平面 方程 . 
3. 求 过 (1,1, 一 1)、( 一 2, 一 2,2) 和 (1, 一 1,2) 三 点 的 平面 方程 . 

4. 指出 下 列 各 平面 的 特殊 位 置 ,并 画 出 各 平面 ， 
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(1) +=0; : (2)3y-1=0; 

(3) 2z -3y-6=0; | `, (4) z=-/3y=0; 

(5) y+z=1; 206) z-2z=0; 
(7)бх+5у-=0. 

5. 求 平面 2x - 2y+ z+5= 0 与 各 坐标 面 的 夹 角 的 余弦 . 

6. 一 平面 过 点 (1,0, - 1) 且 平行 于 向 量 a=(2,1,1) 和 b=(1， -1 ,0)， 试 求 这 平面 方程 
7. 求 三 平面 x+3y+z=1l,2z-y-z=0,-z+2y+2z=3 的 交点 . 
8. 分 别 按 下 列 条 件 求 平面 方程 : 

(1) 平行 于 xOz 面 且 经 过 点 (2,-S,3); 

(2) 通过 z 轴 和 点 (一 3,1, -2); 

(3) 平行 于 ,z 轴 且 经 过 两 点 (4,0, 一 2) 和 (5,1,7). ，， 

9, 求 点 (1,2,1) 到 平面 z+2y>+2z-10=0 的 距离 . 


第 六 节 ”空间 直线 及 其 方程 


一 、 空 间 直 线 的 一 般 方程 


空间 直线 L 可 以 看 做 是 两 个 平面 I, 和 H, 的 交 线 (图 8 一 55). 如 果 两 个 相 
交 的 平面 H, 和 H, 的 方程 分 别 为 A = + Biy+ 
C,z+ D, =0 #l А, 2 + B,y+ C,z + D, =0,B8Z 
直线 L 上 的 任 一 点 的 坐标 应 同时 满足 这 两 个 平 
面 的 方程 , 即 应 满足 方程 组 
A,z=+B,y+C,z+D,=0, 
o o ч) 
反 过 来 ,如 果 点 M 不 在 直线 工 上 ,那么 它 不 图 8- 55 
可 能 同时 在 平面 п, 和 H, 上 ,所 以 它 的 坐标 不 满足 方程 组 (1). 因 此 ,直线 工 可 
”以 用 方程 组 (1) 来 表示 .方程 组 (1) 叫 做 空间 直线 的 一 般 方程 . 
通过 空间 一 直线 L 的 平面 有 无 限 多 个 ,只 要 在 这 无 限 多 个 平面 中 任意 选取 
两 个 ,把 它们 的 方程 联 立 起 来 ,所 得 的 方程 组 就 表示 空间 直线 L. 


二 、 空 间 直 线 的 对 称 式 方程 与 参数 方程 


如 果 一 个 非 零 向 量 平行 于 一 条 已 知 直 线 ,这 个 向 量 就 叫做 这 条 直线 的 方向 
aR. | 
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由 于 过 空间 一 点 可 作 而 且 只 能 作 一 条 直线 平行 于 一 已 知 直线 ,所 以 当 直线 
工 上 一 点 Mo(zo,yo,zo) 和 它 的 一 方向 向 量 *= (тл, р)Ә Ён, L 的 
位 置 就 完全 确定 了 .下 面 我 们 来 建立 这 直线 的 方程 . 
设 点 M(z,y,z) 是 直线 L 上 的 任 一 点 ,那么 向 
EM, M 5 L 的 方向 向 量 s 平行 (图 8 — 56). 所 以 两 向 
量 的 对 应 坐标 成 比例 ,由 于 6 脏 =(z -zo,y -yo， 
z-z),s=(m,n, p) AMA 


T— Zo_ УТУ Z “Z 0 (2) 


反 过 来 , 如果 点 M 不 在 直线 工 上 ,那么 由 于 图 8- 56 
M.M 5 s 不 平行 ,这 两 向 量 的 对 应 坐标 就 不 成 比例 .因此 方程 组 (2) 就 是 直线 L 
的 方程 ,叫做 直线 的 对 称 式 方程 或 点 向 式 方程. 

直线 的 任 一 方向 向 量 s 的 坐标 m ‚п p 叫做 这 直线 的 一 组 方向 数 ,而 向 量 s 
的 方向 余弦 叫做 该 直线 的 方向 余弦 . 

由 直线 的 对 称 式 方程 容易 导出 直线 的 参数 方程 .如 设 


-0_ y y _ Z Zo 


m пор `” 
х= лоф ті, | | 
那么 S yotnt, (3) 
I z = zo + bt. 
方程 组 (3) 就 是 直线 的 参数 方程 


例 1 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 
m=+y+x+1=0, (4) 
| | 2х- yt3z+4=0. 

解 先 找 出 这 直线 上 的 一 点 (zo ,yo ,zo). 例 如 ,可 以 取 zo 三 1, 代 入 方程 组 
(4) ,得 | . | | 


y+ 之 = = 2, 


y—3x=6. 
Ф 4 m,n, p 中 有 一 个 为 零 ,例如 m= 0, n、p 关 0 时 ,这 方程 组 应 理解 为 


z- z=, 
у yo. z- eo i 
Ерт) 


л Р; 
当 т , n b 中 有 两 个 为 零 ,例如 т=п =0, 面 pA0 时 ,这 方程 组 应 理解 为 


х-х0о=0, 


y- уо = 0. 
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解 这 个 二 元 一 次 方程 组 ,得 
»=0, zo= -2, 
即 (1,0, -2) 是 这 直线 上 的 一 点 . 
下 面 再 找 出 这 直线 的 方向 向 量 s. 由 于 两 平面 的 交 线 与 这 两 平面 的 法 线 向 
E n =(1,1,1),n, =(2,-1,3) 都 垂直 ,所 以 可 取 


i j К 
s=n Xn,=|1 1 l|=4i-j-3k. 
2—13 


因此 ,所 给 直线 的 对 称 式 方程 为 


4 = 二 “一 3 
х-1_ y _,+2_ 
т 4 CS a 
得 所 给 直线 的 参数 方程 为 
х=1+41 
| к 
z = = 2 = 31 
三 、 两 直线 的 夹 角 


两 直线 的 方向 向 量 的 夹 角 ( 通 常 指 锐角 ) 叫 做 两 直线 的 夹 角 . 
设 直 线 L, 和 L. 的 方向 向 量 依次 为 S, = (жт, „nis b, ) 和 5 一 (m,n, p), 


A ^ ^ 
那么 L, 和 L, 的 夹 角 Фф ЛЕ (5,5) (51,50) = (si, s,)B Ж АВН, 


八 
因此 cos p= |cos (si,s:)|. 按 两 向 量 的 夹 角 的 余弦 公式 ,直线 L, 和 直线 L, 的 
夹 角 e 可 由 

тт + nin; + р, р, | 


V т + ní + pi'y m + па + р 


cos ф = 


(5) 


来 确定 . 
从 两 向 量 垂 直 、 平 行 的 充分 必要 条 件 立 即 推 得 下 列 结论 : 
两 直线 LiL 互相 垂直 相当 于 mim,+ nin, + р.р, =0; 


两 直线 LiL 互相 平行 或 重合 相当 于 总 := 站 = 全 


n, b 
„®=1__у -zt3 ‚®_у%2__# 
例 2 жий L. ZC = =Z HM L ARRA. 


解 直线 工 , 的 方向 向 量 为 s, = (1, -4,1); 直 线 工 ; 的 方向 向 量 为 s, = 
(2,-2,-1). 设 直线 工 M Li 的 夹 角 为 ,那么 由 公式 (5) 有 
|1x2+(-4)x(-2)+1x(-1)| 


cos g =—————— .-n 
V +(-4) +12022 + (2) + (1) 
ák 
2 
所 以 p= 


四 、 直 线 与 平面 的 夹 角 


当 直 线 与 平面 不 垂直 时 ,直线 和 它 在 平面 上 的 投影 直线 的 夹 角 
p (б<е< 3 EA ERS TB 3 8 ОЕ 8 - 


57) , 当 直 线 与 平面 垂直 时 ,规定 直线 与 平面 的 夹 
AAT. 


设 直 线 的 方向 向 量 为 s= (m,n,p), 平 面 的 法 
线 向 量 为 n= (A,B,C), 直 线 与 平面 的 夹 角 为 p, 图 8-57 


л AN AN 
那么 p= | 地-(s,n)| ,因此 sin ç = [ооѕ (з,п)|. 


按 两 向 量 夹 角 余弦 的 坐标 表示 式 , 有 

| | Ал + Bn + Cb | 

| А+ В+ С. т tn + р? 
因为 直线 与 平面 垂直 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 向 量 平行 ,所 以 ， 

直线 与 平面 垂直 相当 于 | 


(6) 


sin p = 


а ше; (7) 


因为 直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 直线 的 方向 向 量 与 平面 的 法 线 
向 量 垂直 ,所 以 ,直线 与 平面 平行 或 直线 在 平面 上 相当 于 
Ат + Вп + Cp=0. (8) 
з 求 过 点 (1, -2,4) 且 与 平面 2z-3y+z-4=0 垂 直 的 直线 的 方程 ， 
解 因为 所 求 直 线 垂直 于 已 知 平面 ,所 以 可 以 取 已 知 平面 的 法 线 向 量 
(2, -3,1) 作 为 所 求 直 线 的 方向 向 量 .由 此 可 得 所 求 直 线 的 方程 为 
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五 、 杂 例 


例 4 求 与 两 平面 zx-4z=3 和 2z-y-Sz=1l 的 交 线 平行 且 过 点 ( -3,2,5) 
的 直线 的 方程 . 

解法 一 ”因为 所 求 直 线 与 两 平面 的 交 线 平行 ,也 就 是 直线 的 方向 向 量 s 一 
定 同时 与 两 平面 的 法 线 向 量 n, ‚п, 垂直 ,所 以 可 以 取 


i j k 
з=п,Хп,=|1 0 -4|=-(4{+3]+К), 
2 -1 -5 
因此 所 求 直 线 的 方程 为 
х+3_у-272_-5 

3 I 
解法 二 过 点 (-3,2,S$) 且 与 平面 xz-4z=3 平 行 的 平面 的 方程 为 

| r-4z= -23, 


过 点 (-3,2,5$) 且 与 平面 2z-y-Sz=!1 平 行 的 平面 的 方程 为 
2х- y-5z= -33, 

所 求 直 线 为 上 述 两 平面 的 交 线 , 故 其 方程 为 
х-4@= 一 23， 
2x- у-—5= 一 33. 


例 5 RERI = 2 -= 三 了 “与 平面 2z+y+z 一 6=0 的 交点 ， 


E 所 给 直线 的 参数 方程 为 
X=2+t, y=3+t, z=4+2t,， 
代 人 平面 方程 中 ,得 
2(2+{)+(3+,)+(4+2:)-6=0. 
解 上 列 方程 ,得 上 = -1. 把 求 得 的 上 值 代 人 直线 的 参数 方程 中 , 即 得 所 求 交点 的 
坐标 为 
х=1,у=2,==2. 


例 6 Жжїїҗ(2,1,3)Н5Н 1—7 -Z з 15е ёл. 


2 =i 
解 ” 先 作 一 平面 过 点 (2,1,3) 且 垂直 于 已 知 直线 ,那么 这 平面 的 方程 应 为 
3(x-2)+2(y-1)-(z-3)=0. (9) 
再 求 已 知 直线 与 这 平面 的 交点 .已 知 直 线 的 参数 方程 为 
x=-—-1+3ż, у=1+2{, z= - t. | (10) 
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把 (10) 代 入 (9) 中 , 求 得 := 子 ,从 而 求 得 交点 为 (于 , 术 ,- 了 了 


шд (2,1,3), (9.7.7) ARAN 


(3-2 了 -1 -了 -3)= -5(2,-1,4) 


是 所 求 直 线 的 一 个 方向 向 量 , 故 所 求 直线 的 方程 为 
` z—2_y-1_z-3 


有 时 用 平面 束 的 方程 解 题 比较 方便 ,现在 我 们 来 介绍 它 的 方程 . 
设 直线 L 由 方程 组 


A,z=+B,y+C,z+D,=0, . (11) 
a ес (12) 

所 确定 ,其 中 系数 A，、B, C 5 A,.B,.C, 不 成 比例 .我 们 建立 三 元 一 次 方程 
A,z=+B,y+C z=+D,+A(A,z=+ В,у+ C,z+D,)=0, (13) 


其 中 ) 为 任意 常数 .因为 A BC 5А, .В,.С, 不 成 比例 ,所 以 对 于 任何 一 
个 4 值 ,方程 (13) 的 系数 :A, +A B, + 4B,、C + АС, 不 全 为 零 ,从 而 方程 
(13) 表 示 一 个 平面 ,车 一 点 在 直线 L 上 , 则 点 的 坐标 必 同 时 满足 方程 (11) 和 
(12) ,因而 也 满足 方程 (13) , 故 方程 (13) 表 示 通 过 直线 工 的 平面 , 且 对 应 于 不 同 
的 4 值 ,方程 (13) 表 示 通 过 直线 L 的 不 同 的 平面 .反之 ,通过 直线 工 的 任何 平 
面 ( 除 平面 (12) 外 ) 都 包含 在 方程 (13) 所 表示 的 一 族 平面 内 .通过 定 直 线 的 所 有 
平面 的 全 体 称 为 平面 束 ,而 方程 (13) 就 作为 通过 直线 L 的 平面 束 的 方程 (实际 
上 ,方程 (13) 表 示 缺 少 平面 (12) 的 平面 束 ). 

例 7 жна! 0170 在 平面 z+ y+ z=0 上 的 投影 直线 的 方 


zr-ytz+t1=0 


х+у--1=0, 
r—y+x+1=0 
(х+у-х-1) +А(х-у+х+1) =0, 
Вр (1+ 4) = + (1-А)у+(-1+А)=+(-1+А) =0, (14) 
其 中 4 为 待定 常数 .这 平面 与 平面 z+y+z=0 垂 直 的 条 件 是 
(1+4),1+(1-4),1+(-1+4)+1=0, 
Вр. А+1=0, 
由 此 得 | А= -1. 
代入 (14) 式 ,得 投影 平面 的 方程 为 
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解 过 直线 的 平面 束 的 方程 为 


2y-2z-2=0, 


Вр y-z-1=0. 
所 以 投影 直线 的 方程 为 
y-x-1=0, 
r+y+x=0. 
习 题 8-6 


^— 


1. 


2. 求 过 两 点 M, (3, -2,1) 和 M,( 一 1,0,2) 的 直线 方程 . 
3. 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表示 直线 
r—y+tzx=1, 


2rtytz=4, 


4. 求 过 点 (2,0, -3) 且 与 直线 
x—2yt4z-7=0, 
3z+Sy-2z+l=0 


垂直 的 平面 方程 . 
Sr-3yt3z-9=0, 2r+t2y-z+23=0, 
5. = УВ? 
求 直线 ү н Бе; 3r=+8y+x-18=0 
+2 3r+t6y-3z=8, _ 
6. 证 明 直线 | ， ， 与 直线 |。 “平行 
2rtytz= 2r-y-z=0 


8. 求 过 点 (3,1， оваа 20 的 平面 方程 . 


о. 0, 


9. 求 直线 与 平面 zx-y-z+1l=0 的 夹 角 ， 


10. АЙЕ лы айанын 的 关系 : 


T 2y-2z=3; 


11. 求 过 点 (1,2,1) 而 与 两 直线 


х+2у-+1=0, 2r-ytz=0, 


-yt+z-1=0 х-у+ х= 0) 


平行 的 平面 的 方程 . 


12. 求 点 (-1,2,0) 在 平面 z+2y-z+1L1=0 上 的 投影 . 


3 а 
RTS- Z ARRIE. 
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r+y-z+1=0, 
НЕ s ГТ 
14. 设 M, 是 直线 L 外 一 点 ,M 是 直线 L 上 任意 一 点 , 且 直 线 的 方向 向 重 为 *, 试 证 :点 


М, 到 直线 L 的 距离 


13. RA Р(3, - 1,2) 到 直线 


ИЙ x s| 
[51 
22 -4у+ х= 0, 
15. z 
RER Зх - у-2=-9=0 
16. 画 出 下 列 各 曲面 所 围 成 的 立体 的 图 形 : 
(1) z=0, y=0, z=0, z=2, у=1,3х +4у+2-12=0; 


在 平面 4+ - y+ z= 1 上 的 投影 直线 的 方程 . 


(2) z=0, z=0, z=1, y=2, z= 2%; 


(3) z=0, z=3, x- y=0, х-ҮЗу=0, х + y=1 (在 第 一 卦 限 内 ); 
(4) z=0, y=0, z=0, ê +y =R’, ytz =R? (在 第 一 卦 限 内 )， 


总 习题 八 


1. 填空 ; ; 
(1) #Ж ЁК Ж[О:,у,К]{ д A 和 点 M 的 坐标 依次 为 (ro ,yo ,zo) 和 ( 工 ,y,z), 则 在 


(2) 设 数 AAA, 不 全 为 0, 使 A1a+ Abt hc=0, 则 a、b、c 三 个 向 二 是 
的 ; | 
(3) it a=(2,1,2),b=(4,-1,10),c=b- Аа, H. ас, À = —i 
(4) 设 la| =3,1b|=4,1c|=5, 且 满足 a+b+c=0, 则 laxb+bxctcxal= 


2. 在 y 轴 上 求 与 点 A(1, 一 3,7) 和 点 B(5,7, 一 5) 等 距离 的 点 . 

3. 已 知人 ABC 的 顶点 为 A(3,2, 一 1) .B(5, 一 4,7) 和 C( 一 1,1,2), 求 从 顶点 C 所 引 中 
ROKE. | І | 

4. WA АВС = Вб = а ‚СА =ь.АВ= oo, 三 边 中 点 依次 为 D、E、F, 试 用 向 且 a、b、e 
ЖАР .ВЁ .C 声 ,并 证 明 | 

AD + BË + CF =0. 
5. 试用 向 量 证 明 三 角形 两 边 中 点 的 连 线 平行 于 第 三 边 , 且 其 长 度 等 于 第 三 边 长 度 的 一 半 
6. itla+b|=|a-b|,a=(3,-5,8),b=(-1,1,z), È z. 


A 
7. 设 la| =VY3,1b|=1,(a,b)= 二, 求 向 量 a+b 5a- b 的 夹 角 . 


AN 
8. # a+3bl]7a-5b,a-4b]7a-2b,%X(a,b). 


个 
9. 设 а= (2, =T; -2),b= (1,1,z), 问 z 为 何 值 时 (a ,5) 最 小 ? 并 求 出 此 最 小 值 . 
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^^ 
10. 设 |a| =4,15| =3,(a,b)= е, а +2b 和 a-35 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


11. 设 a=(2,-3,1),5=(1,-2,3),c=(2,1,2), 向 量 -满足 rLa,rLD,Pror = 14, 
Kr. 

12. 设 ae=(-1,3,2),5=(2,-3,-4),c=(-3,12,6), 证 明 三 向 量 a、b、e 共 面 ,并 用 
а ЖЬ ж с. | _ 

13. 已 知 动 点 М(х,у,)® хОу 平面 的 距离 与 点 M 到 点 (1, -1,2) 的 距离 相等 , 求 点 
M 的 轨迹 的 方程 . 

14. 指出 下 列 旋转 曲面 的 一 条 母线 和 旋转 轴 : 


2 2 2 
=2(х? + y’); Z +> +Z =1; 
2 2 
(3) «^=3(х* + y); (4) 2-4-1. 


15. 求 通过 点 A(3,0,0) 和 B(0,0,1) 且 与 zOy HR- 的 平面 的 方程 . 


16. 设 一 平面 委 直 于 平面 = 0, 并 通过 从 点 (1, - 1,1) 到 直线 |”_” ав ж 
= 
平面 的 方程 | 
17. 求 过 点 ( - 1,0,4), 且 平行 于 平面 3z -4у+ =- 10=0, 又 与 直线 +1 = 2 3= 子 相 


交 的 直线 的 方程 . 
18. 已 知 点 A(1,0,0) 及 点 В(0,2,1), Е = 轴 上 求 一 点 C, 使 人 AABC 的 面积 最 小 . 
=2— 2 人 а 
19. 求 曲线 | T ,在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 方程. 
z=(x-1) +(y-1) 
20. 求 锥 面 z= / r ty УН 22 =2r 所 围 立 体 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 . 
21. 通 出 下 列 各 曲面 所 围 立体 的 图 形 : 
(1) 抛物 柱 面 2y? = z, ЩЩ «=0 АУ +9-+5-=1; 
(2) 抛物 柱 面 x* =1- z, 平 面 y=0,z=0 及 了 z+y=1;: 
(3) 圆锥 面 z= х + y 及 旋转 抛物 面 a - y; 
(4) 旋转 抛物 面 r + у=, y =r, z=0 FE z=1. 
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сале “多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


上 册 中 我 们 讨论 的 函数 都 只 有 一 个 自 变量 ,这 种 函数 叫做 一 元 函数 .但 在 很 
多 实际 问题 中 往往 牵涉 到 多 方面 的 因素 ,反映 到 数学 上 ,就 是 一 个 变量 依赖 于 多 
个 变量 的 情形 .这 就 提出 了 多 元 函数 以 及 多 元 函数 的 微分 和 积分 问题 .本 章 将 在 
一 元 函数 微分 学 的 基础 上 ,讨论 多 元 函数 的 微分 法 及 其 应 用 .讨论 中 我 们 以 二 元 
旺 数 为 主 ,因为 从 一 元 函数 到 二 元 肾 数 会 产生 新 的 问题 ,而 从 二 元 函数 到 二 元 以 
上 的 多 元 函数 则 可 以 类 推 . 


第 一 节 ”多 元 函数 的 基本 概念 


一 、 平 面 点 集 “nn 维 空间 


在 讨论 一 元 函数 时 ,一 些 概念 、 理 论 和 方法 ,都 是 基于 R 中 的 点 集 、 两 点 间 
的 距离 .区间 和 邻 域 等 概念 ,为 了 将 一 元 隙 数 微 积 分 推广 到 多 元 的 情形 ,首先 需 
要 将 上 述 一 些 概念 加 以 推广 ,同时 还 需 涉 及 一 些 其 他 概念 . 为 此 先 引 人 平面 点 集 
的 一 些 基 本 概念 ,将 有 关 概 念 从 R 中 的 情形 推广 到 R 中 ;然后 引 和 人 n 维 空间 ， 
以 便 推 广 到 一 般 的 R" 中. 


1. 平面 点 集 


由 平面 解析 几何 知道 , 当 在 平面 上 引入 了 一 个 直角 坐标 系 后 ,平面 上 的 点 P 
与 有 序 二 元 实数 组 (z,y) 之 间 就 建立 了 一 一 对 应 .于 是 ,我 们 常 把 有 序 实数 组 
(z,y) 与 平面 上 的 点 P 视 作 是 等 同 的 .这 种 建立 了 坐标 系 的 平面 称 为 坐标 平 
面 .二 元 有 序 实数 组 (xz,y) 的 全 体 , 即 R=RxXR= | (х, у) 1 х=,уЄві йт А 
标 平 面 . 

坐标 平面 上 具有 某 种 性 质 P 的 点 的 集合 , 称 为 平面 点 集 , 记 作 

E=|(z,y)| (x,y) REEM PI. 
例如 ,平面 上 以 原点 为 中 心 .> 为 半径 的 圆 内 所 有 点 的 集合 是 
C=|(xz,y)|z2 +y < 21. 
如 果 以 点 Р 表示 (xz ,y),|OP| 表 示 点 P 到 原点 O 的 距离 ,那么 集合 C 也 可 表 
成 
C= {PIlOP|<ri. 
А 52. А 


现在 我 们 来 引入 P 中 邻 域 的 概念 . 
设 Po(zo,y) 是 хОу 平面 上 的 一 个 点 ,8 是 某 一 正 数 .与 点 P, (zo, yo) EE 


离 小 于 ó 的 点 P(z,y) 的 全 体 , 称 为 点 Pu 的 ó 领域 , 记 作 UCP, ò), Вр 
Ш(Р„.8)=|Р||РР„|<8\, 


П(Р„,8&)=|(х,у)|/ (z=— x) + (у-у)  < 8}. 
点 Po 的 去 心 8 BR EÙ (P, ò), E 


Ü (Р„,8)=|Р|}0<|РР,|< 8}. 
在 几何 上 , О(Р,, 0) Ж хОу 平面 上 以 点 Pu(zo,yo) 为 中 心 .8>0 为 半径 
的 圆 内 部 的 点 P(z,y) 的 全 体 . 
如 果 不 需 要 强调 邻 域 的 半径 3, 则 用 U(P) 表 示 点 P, 的 某 个 邻 域 ,点 Po 


的 去 心 邻 域 记 作 UU (Р,). 
下 面 利用 邻 域 来 描述 点 和 点 集 之 间 的 关系 . 
任意 一 点 PER 与 任意 一 个 点 集 ECR 之 间 必 有 以 下 三 种 关系 中 的 一 种 : 
(1) 内 点 :如 果 存 在 点 P 的 某 个 邻 域 U(P), 使 得 U(P)CE, 则 称 P 为 EE 
的 内 点 (如 图 9-1 中 ,Pl 89 E 的 内 点 ); 


也 就 是 


(2) 外 点 ;如 果 存 在 点 Р 的 某 个 邻 域 U(P) ,使 得 эй, р 
U(P)NE= DM P ЖЕ 的 外 点 (如 图 9 中 ， 2 АЫ 
Р, 为 E 的 外 点 ); 2 

Р, 


(3) 边界 点 :如 果 点 P 的 任 一 邻 域内 既 含 有 属于 
E 的 点 ,又 含有 不 属于 E 的 点 , 则 称 P HE 的 边界 点 
(如 图 9 一 1 中 ,P; X E 的 边界 点 ). 
E 的 边界 点 的 全 体 , 称 为 E 的 边界 , 记 作 3E. 
E 的 内 点 必 属 于 E;E 的 外 点 必定 不 属于 EE; 而 
E 的 边界 点 可 能 属于 下 ,也 可 能 不 属于 Е. 图 9-1 
任意 一 点 卫 与 一 个 点 集 巨 之 间 除 了 上 述 三 种 关系 之 外 ,还 有 另 一 种 关系 ， 
这 就 是 下 面 定义 的 聚 点 ， 


聚 点 :如 果 对 于 任意 给 定 的 8$3>0, 点 P 的 去 心 邻 域 0(P,86) 内 总 有 EE 中 的 
点 , 则 称 E E HRA. 
由 聚 点 的 定义 可 知 , 点 集 E 的 聚 点 P 本身 ,可 以 属于 下 ,也 可 以 不 属于 Е. 
例如 , 设 平面 点 集 
E={|(xz,y)l1< zr? + у2<2}. 
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满足 1<x' +y <2 的 一 切 点 (xz,y) 都 是 EE 的 内 点 ;满足 хл + y=1 的 一 切 点 
(х,у) BE Е 的 边界 点 ,它们 都 不 属于 E ME r + y =2 的 一 切 点 (zx,y) 也 是 EE 
的 边界 点 ,它们 都 属于 EAR E 以 及 它 的 边界 9E 上 的 一 切 点 都 是 五 的 聚 点 . 

根据 点 集 所 属 点 的 特征 ,再 来 定义 一 些 重要 的 平面 点 集 . 

开 集 :如 果 点 集 E 的 点 都 是 E 的 内 点 , 则 称 E 为 开 集 . 

闭 集 :如 果 点 集 E 的 边界 93ECE , 则 称 E 为 闭 集 . 

例如 ,集合 |(z,y)|1< zx?+y <2| 是 开 集 ;集合 {(z,y)|1 志 zx? + у*<2| Ж 
闭 集 ;而 集合 1(z,y)11< х2 + y KKL REFE, BIAR. 

连通 集 :如 果 点 集 E 内 任何 两 点 ,都 可 用 折线 联结 起 来 , 且 该 折线 上 的 点 都 
属于 EE, 则 称 E 为 连通 集 . | 

区 域 (或 开 区 域 ) :连通 的 开 集 称 为 区 域 或 开 区 域 . 

闭 区 域 : 开 区 域 连同 它 的 边界 一 起 所 构成 的 点 集 称 为 闭 区 域 . 

例如 ,集合 (zx,y)|1<zx*+y <2| 是 区 域 ;而 集合 i(z,y)|1 志 xz? + y <2 
是 闭 区 域 . 

有 界 集 :对 于 平面 点 集 玉 ,如 果 存 在 某 一 正 数 >, 使 得 

| ECU(O,r), 

其 中 O 是 坐标 原点 , 则 称 E 为 有 界 集 . 

无 界 集 :一 个 集合 如 果 不 是 有 界 集 ,就 称 这 集合 为 无 界 集 . 

例如 ,集合 !{(z,y)11 委 盖 +y 魏 21 是 有 界 闭 区 域 ;集合 |I(z,y)1z+y>01| 
是 无 界 开 区 域 ,集合 i(z,y)|z + y 之 01 是 元 界 闭 区 域 . 


`2. п 维 空间 


设 ”为 取 定 的 一 个 正 整 数 ,我 们 用 R 表示 ”元 有 序 实 数组 (z, , xz,,…， 

=, ) 的 全 体 所 构成 的 集合 , 即 
R" = 有 RxRx…xR=1{|(Czz z )|=, CR,i=1,2," ni. 

R" 中 的 元 素 (zi ,xz,,… ,xx, ) 有 时 也 用 单个 字母 x 来 表示 , 即 x= (zyza，…， 
z.) KMAR zi(i=1,2,…，,2) 都 为 零 时 , 称 这 样 的 元 素 为 R" 中 的 零 元 , 记 为 
0 或 O. 在 解析 几何 中 ,通过 直角 坐标 系 ,R“ (或 R° ) 中 的 元 素 分 别 与 平面 (或 空 
间 ) 中 的 点 或 向 量 建立 一 一 对 应 ,因而 R" 中 的 元 素 x= (zi,za,，…，,zw) 也 称 为 
R" 中 的 一 个 点 或 一 个 n 维 向 量 ,z, 称 为 点 x 的 第 i 个 坐标 或 n 维 向 量 x 的 第 i 
个 分 量 . 特 别 地 ,R” 中 的 零 元 0 RA R 中 的 坐标 原点 或 n 维 零 向 量 . 

为 了 在 集合 R" 中 的 元 素 之 间 建 立 联 系 ,在 R" 中 定义 线性 运算 如 下 : 

设 x=(ziz…z),y=(y， yy 办) 为 有 "中 任意 两 个 元 素 ,AER， 
规定 

є 4:5 


下 
Ах = (ÀL ÀT, ÀT). 
这 样 定义 了 线性 运算 的 集合 R" A n EZH. 
R" PA x= (zz … ,ZX ) 和 点 y= (у, уз, 7, у, ) НОВЕ В, іс Е 
рбх.у), Жж 
plx, y) = (=. yi) + (х,— y.) ++ (z, у„)*. 
显然 ,n=1,2,3 时 ,上 述 规定 与 数 轴 上 、 直 角 坐 标 系 下 平面 及 空间 中 两 点 间 的 距 
离 一 致 . 
R" 中 元 素 x= (xz ,zx;,… z, ) 与 零 元 0 之 间 的 距离 p(x,0) 记 作 上 x 上 (在 
RRR 中 ,通常 将 上 x | 记 作 |x|), 即 


|х 1 =y r? + ritta}. 
采用 这 一 记号 ,结合 向 量 的 线性 运算 , 便 得 | 
|х- у =y (zr - у.) tlr- y) tet (х„—у„)* = р(х, у). 


”在 аа R° 中 定义 了 距离 以 后 ,就 可 以 定义 R" 中 变 元 的 极限 : 


设 х=(х, ,7Z2 z. ),a=(a,,a,,  a,)CR'. 


如 果 
l x-a | —>0, 
则 称 变 元 x 在 R" 中 趋 于 固定 元 a , 记 作 x 一 a. 
显然 ， 
x—aq@ zx as L >a,,| y Ln An. 


在 R" 中 线性 运算 和 距离 的 引入 ,使 得 前 面 讨论 过 的 有 关 平 面 点 集 的 一 系 
列 概念 ,可 以 方便 地 引入 到 n(n 之 3) 维 空间 中 来 ,例如 ， 
设 a=(ai,a,,…,a,)ER",6 是 某 一 正 数 , 则 п 维 空间 内 的 点 集 
О(а,5) = \х|іхЄЕ",р(х,а)< 50| 
就 定义 为 R" 中 点 a 的 56 邻 域 .以 邻 域 为 基础 ,可 以 定义 点 集 的 内 点 、 外 点 、 边 界 
点 和 聚 点 以 及 开 集 、 闭 集 、 区 域 等 一 系列 概念 .这 里 不 再 袭 述 . 


二 、 多 元 函数 概念 


在 很 多 自然 现象 以 及 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 , 举 
例如 下 : 
例 1 圆柱 体 的 体积 V 和 它 的 底 半 径 / A h 之 间 具 有 关系 
V=xr’h. 
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这 里 , 当 rh 在 和 集合 ij(r,h)|r>0,h>01 内 取 定 一 对 值 (r,h) 时 ,V 的 对 应 值 
就 随 之 确定 . 
例 2 定量 的 理想 气体 的 压强 bp KR V 和 绝对 温度 T 之 间 具 有 关系 


ЕТ 
==» 


其 中 R 为 常数 .这 里 , 当 У,Т ЕЙТ (У,Т)|У >0,Т>Т,} Йе —Я{И 
(У,Т)ЕЇ, р 的 对 应 值 就 随 之 确定 . 

” 例 3 设 R 是 电阻 R、R, 并 联 后 的 总 电阻 ,由 电学 知道 ,它们 之 间 具 有 关 
系 


这 里 , 当 R 、R, 在 集合 | (Ri,R,)|R,>0,R,>0| 内 取 定 一 对 值 (R,,R,) 时 ,R 
的 对 应 值 就 随 之 确定 ， | | 

上 面 三 个 例子 的 具体 意义 虽 各 不 相同 ,但 它们 却 有 共同 的 性 质 ,抽出 这 些 共 
性 就 可 得 出 以 下 二 元 函数 的 定义 . | 

жу ревю 的 一 个 非 空子 集 , 称 映射 /:D 一 R 为 定义 在 D 上 的 二 
元 函数 ,通常 记 为 

х= }(х,у), (х,у)Є D 
| 
z=f(P), PED, 
其 中 点 集 D 称 为 该 函数 的 定义 域 , zy 称 为 自 变量 ,z 称 为 因 变量 . 

上 述 定义 中 ,与 自 变量 х,у 的 一 对 值 ( 即 二 元 有 序 实数 组 )(z,y) 相 对 应 的 
因 变 量 z 的 值 ,也 称 为 在 点 (z,y) 处 的 函数 值 , 记 作 Р(х,у), В == f(z,y). 
函数 值 f(z ,y) 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 函数 太 的 值 域 , 记 作 fD), Вр 

f(D)= {zlz= Р(х,у), (х,у)Єр!. 

与 一 元 函数 的 情形 相仿 ,记号 f 5 (х,у) ХЕ БЛ, 但 习惯 上 党 
用 记号 (х,у), (х,у) Є р" “= (х,у), (zy)ED "来 表示 D 上 的 二 元 
函数 f. 表示 二 元 函数 的 记号 f 也 是 可 以 任意 选取 的 ,例如 也 可 以 记 为 
z= p(xz,y),z= z(x,y) 等 . 

类 似 地 可 以 定义 三 元 函数 = f(z,y,z),(z,y,z)€ D 以 及 三 元 以 上 的 
函数 .一 般 的 ,把 定义 1 中 的 平面 点 集 DHR п 维 空间 R 内 的 点 集中 ,映射 
f: D—R 就 称 为 定义 在 D ЕЁ) n 元 函数 ,通常 记 为 . 

u= f(x, ,z,,""" Tp), (z, Zi n TED, 
或 简 记 为 
u= f(x), х=(тху,х,,',х„)Є D, 
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也 可 记 为 
u=f(P), Р(х,,х,,',х„)Є D. . 

在 n=2 或 3 时 ,习惯 上 将 点 (zi ,zx;) 与 点 (x) zy. zy) ИЙГЕ (г, y)5 
(z,y,z). 这 时 , 若 用 字母 表示 R RR 中 的 点 , 即 写 成 PB(z,y) 或 M(z,y,z)， 
则 相应 的 二 元 函数 及 三 元 函数 也 可 简 记 为 z= fF(P)Ë u= f(M). 

当 n=1 时 ,n 元 函数 就 是 一 元 函数 . 当 n 之 2 BÍ, n 元 函数 统称 为 多 元 函 
数 . 
关于 多 元 函数 的 定义 域 ,与 一 元 函数 相 类 似 , 我 们 作 如 下 约定 :在 一 般 地 讨 
论 用 算式 表达 的 多 元 函数 u= f(x) 时 ,就 以 使 这 个 算式 有 意义 的 变 元 x 的 值 所 
组 成 的 点 集 为 这 个 多 元 函数 的 自然 定义 域 .因而 ,对 这 类 函数 , 它 的 定义 域 不 再 
特别 标 出 .例如 ,函数 z =In(z +y) 的 定义 域 为 | 
{(х,у)|т+у>0| | | 
(图 9-2) ,这 是 一 个 无 界 开 区 域 .又 如 ,函数 = = агсзіп(х? + уг) КЕ ХЫ 
(х,у)? + у*<1] o 
(图 9-3), 这 是 一 个 有 界 闭 区 域 ， 


设 函 数 z= f(x,y) 的 定义 域 为 D. 对 于 任意 取 定 的 点 Р(х, y) EDD, 对 应 
的 函数 值 为 z = F(z,y). 这 样 ,以 z 为 横 坐 标 、y HAER z= (к, у) А 
标 在 空间 就 确定 一 点 M(xz,y,z). 当 (xz,y) 遍 取 D 上 的 一 切 点 时 ,得 到 一 个 空 
间 点 集 

{1(z,y,z)|z= f(z,y),(z,y)E О}, 

这 个 点 集 称 为 二 元 函数 z= f(z,y) 的 图 形 ( 图 9 -4). 通 常 我 们 也 说 二 元 函数 的 
图 形 是 一 张 曲 面 . 

例如 ， Нис сав х= ах + Бу + c 的 图 形 是 一 张 平 面 ， 
而 函数 z= х + у? 的 图 形 是 旋转 抛物 面 . 
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=» 多 元 函数 的 极限 


先 讨论 二 元 函数 z=F(z,y) 当 ( 工 ， эшэ, 即 P(x,y)— P. (xz, yo) 
时 的 极限 . 

这 里 P-* P, BRA Р 以 任何 方式 赵 于 点 Р,, 
也 就 是 点 Р 5AP, 间 的 距离 趋 于 零 , 即 
РР |=) + (у yo 0. 

与 一 元 函数 的 极限 概念 类 似 ,如 果 在 P(z,y) 
一 Po(zo ,yo) 的 过 程 中 ,对 应 的 函数 值 (х,у) 6 
限 接近 于 一 个 确定 的 常数 A ,就 说 A 是 函数 f(z， 
y) 当 (xz,y) 一 (zo,yo) 时 的 极限 .下 面 用 “e - 8” 语 
言 描述 这 个 极限 概念 . 9-4 

定义 2 设 二 元 函数 /(P)= /(х, у) ЕМЕ Ю,Р, (хо, уо) & D UR 
点 .如 果 存 在 常数 A ,对 于 任意 给 定 的 正 数 。 ,总 存在 正 数 9 ,使 得 当 点 P(z,y) 
EDNDU(P,,6) 时 ,都 有 

| [/(Р)-А|=|/(х,у)-А|<ее 

成 立 ,那么 就 称 常 数 A 为 函数 F(z,y) 当 (z,y)~(zo,y) 时 的 极限 , 记 作 
,f(z,y)=A 或 f(z,y)>A ((х,у)(х=0,у,)), 


im 
Cry) (х0 "50 
也 记 作 
lim f(P)=A 或 /(P)>A (Р-Р,). 
为 了 区 别 于 一 元 函数 的 极限 ,我 们 把 二 元 函数 的 极限 叫做 二 重 极限 . 
КТ la 
| x y 
求证 : Р(х,у) = 0. 


(=. lim, 0) 


证 ， 这 里 函数 f(z,y) 的 定义 域 为 D=R*\ 1(0,0)|}， kow 0) D й 
点 .因为 
加 безу) 015 (a? + у) -ryz -0 Kr ty . 
可 见 ， V e>0, 取 3= Ve , 则 当 
0<V(z-0 +(y-0)7 <8, 
即 P(z,y)EDNU(O,6) 时 ,总 有 
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|f(z=,y)-0] <£ 
成 立 ,所 以 

(z, n C 1020: 
必须 注意 ,所 谓 二 重 极限 存在 ,是 指 P(xz,y) 以 任何 方式 趋 于 Р, (х, уо) 
时 ,f(xz,y) 都 无 限 接 近 于 A .因此 ,如 果 P(xz,y) 以 某 一 特殊 方式 ,例如 沿 着 一 
条 定 直线 或 定 曲线 趋 于 Po(xo ,yo) 时 ,即使 fF(z,y) 无 限 接近 于 某 一 确定 值 ,我 
们 还 不 能 由 此 断定 函数 的 极限 存在 .但 是 反 过 来 ,如果 当 Р(х,у) ИТ 
于 Pu,(zo,yo) 时 ,F(z,y) 趋 于 不 同 的 值 ， 人 


下 面 用 例子 来 说 明 这 种 情形 . 
考察 函数 
ху . 24.2 
0, х? + у= 0 


显然 , 当 点 х 轴 趋 于 点 (0,0) 时 ， _ 
Р(х,у) = тух, 0) = іт 0 = - 0; 


(г, әл, 0) 


又 当 点 кей утат, 0) 时 ， 
f(z,y)=limf(0, у) = їт0= 0. 


(т, A, 0) 
RRA P(z,y) 以 上 述 两 种 特殊 方式 ( 沿 z 办 或 灌 》 轴 ) 趋 于 原点 时 函数 的 
BREER HMS ИНЕ lim ，/(z,y) 并 不 存在 .这 是 因为 当 点 P(z,y) 沿 着 
直线 y= hz 趋 于 点 (0,0) 时 ,有 


im бас шы = lim БОБОМ š 585 
(2,50-0,02 +y = x tkzr 1+2?" 
у= * 


显然 它 是 随 着 & 的 值 的 不 同 而 改变 的 . 
以 上 关于 二 元 函数 的 极限 概念 ,可 相应 地 推广 到 ”元 函数 x= fP), Bi u 
a 
关于 多 元 函数 的 极限 运算 ,有 与 一 元 函数 类 似 的 运算 法 则 . 
例 5 R lim 819620). 


(r,y)—(0,2) T 
ш ERRED нуде ан р = (z, )|z20,y€R|,P,(0,2)28 D 


的 聚 点 . 
由 积 的 极限 运算 法 则 ,得 
.sin(zy)_ | sin( ту), 
et х = imal ту › | 


= sin(xy) 


. H 
zy 一 0 ту У 
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四 、 多 元 函数 的 连续 性 


明白 了 函数 极限 的 概念 ,就 不 难说 明 多 元 函数 的 连续 性 . 
定义 3 RITAR /(P)= f(z,y) 的 定义 域 为 D,Po(zo,yo) 为 DD WR 
Ж, R. P,ED. 如 果 
E gm: > f(z,y)= f(xo ,yo0), 


RER f(z ,y) 在 点 Р(х,у). 

设 函 数 F(z,y) 在 D 上 有 定义 ,D 内 的 每 一 点 都 是 函数 定义 域 的 聚 点 如 
ЖА (с, у) D 的 每 一 点 都 连续 ,那么 就 称 函数 (х,у) D 上 连续 ,或 者 
称 f(z,y) 是 D 上 的 连续 函数 . 

以 上 关于 二 元 函数 的 连续 性 概念 ,可 相应 地 推广 到 л 元 函数 f(P) 上 去 . 

下 面 , 我 们 把 一 元 基本 初等 函数 看 成 二 元 函数 ( 即 另 一 个 自 变 量 不 出 现 ) 的 
特例 ,来 讨论 它 的 连续 性 . 先 看 一 个 例子 . 

例 6 设 f(z,y)=sin z, WEH f(x,y) Æ R 上 的 连续 函数 ， | 

证 设 Pu(zo,yo)ER' .Ye>0, 由 于 sin z 在 zo 处 连续 , 故 习 9>0, 当 
ixr- zal <ô 8,8 

s |sin z —sin z, | <=. 
以 上 述 5 作 P 的 $ 邻 域 U(Pu,5), 则 当 P(z,y)E U(CP,,3) 时 ,显然 
[= - zol 委 o(P,Pu,)<9， 
从 而 
|[f(z=,y)— f(zo,y| )| = lsin z —sin z+ | <, 
В f(z,y)=sin z 在 点 Po(zo,yo) 连 续 . 由 Pu 的 任意 性 知 ,sin х 作为 z、y 的 
二 元 函数 在 R 上 连续 . | 

类 似 的 讨论 可 知 ,一 元 基本 初等 函数 看 成 二 元 函数 或 二 元 以 上 的 多 元 函数 
时 ,它们 在 各 自 的 定义 域内 都 是 连续 的 ， | 

定义 4 UER Sfr, y HEXA О,Р,(х,,у„)& D BJ MERA. WRAN 
f(x,y) EA Pu(zo,yo) 不 连续 , 则 称 Pu(zo,yo) 为 函数 f(z,y) 的 间断 点 . 

”例如 ,前 面 讨论 过 的 函数 
CE ey = ‚ +y A0, 
0, z ty =0, 
其 定义 域 D = к, O(0,0) 是 万 的 聚 点 ..F(z,y) 当 (z,y) 一 (0,0) 时 的 极限 不 存 
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在 ,所 以 点 DO(0,0) 是 该 函数 的 一 个 间断 点 ;又 如 函数 


flr, y) = sin rer 
+y -1 


其 定义 域 为 

D= i(z,y)|zx’+y #1}, 
圆周 C= ((=,у) 1х2 + y=1} 上 的 点 都 是 D 的 聚 点 ,而 f(z,y)# C 上 没有 定 
义 ,当然 flr, yE C 上 各 点 都 不 连续 ,所 以 圆周 C 上 各 点 都 是 该 函数 的 间断 
点 . 

前 面 已 经 指出 :一 元 函数 中 关于 极限 的 运算 法 则 ,对 于 多 元 函数 仍然 适用 . 
根据 多 元 函数 的 极限 运算 法 则 ,可 以 证 明 多 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 仍 为 连续 函 
数 ;连续 函数 的 商 在 分 母 不 为 零 处 仍 连续 ; 多 元 连续 函数 的 复合 函数 也 是 连续 
函数 . 

与 一 元 初等 函数 相 类 似 ,多 元 初等 函数 是 指 可 用 一 个 式 子 表示 的 多 元 函数 ， 
这 个 式 子 是 由 常数 及 具有 不 同 自 变量 的 一 元 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 四 则 运 


"ины сш: +y), > ЖЛ 


等 函数 . 

根据 上 面 指 出 的 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 连续 性 以 及 连续 函数 的 复合 了 
数 的 连续 性 ,再 利用 基本 初等 函数 的 连续 性 ,我 们 进一步 可 以 得 出 如 下 结论 : 

一 切 多 元 初等 函数 在 其 定义 区 域内 是 连续 的 .所 谓 定义 区 域 是 指 包含 在 定 
义 域内 的 区 域 或 闭 区 域 . 

由 多 元 初等 函数 的 连续 性 ,如 果 要 求 它 在 点 Р, 处 的 极限 ,而 该 点 又 在 此 函 
数 的 定义 区 域内 , 则 极限 值 就 是 函数 在 该 点 的 函数 值 , 即 

lim f(P)= f(P.). 
例 7 Ж lim 227, 


(z,y)—>(l,2) TY 


解 函数 /(z,y)= Уй ENE X 328 
D=|(xz,y)|z=0,y2Z:01.. 
Pu(1,2) 为 D 的 内 点 , 故 存在 Р, 的 某 一 邻 域 U(Pu)CD ,而 任何 邻 域 都 是 区 
域 ,所 以 U(Po) 是 f(z,y) 的 一 个 定义 区 域 ,因此 
ty = 
(z, кы 2) TY ға, 2) = 


一 般 地 , 求 im A(P) 时 ,如 果 | асай P, Ж f(P) 的 定义 域 的 


内 点 , 则 F(P) 在 点 Po 处 连续 ,于 是 
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lim f(P)= f(P.). 
йз R lim 2021-1 


А v zytl-1_ a 
解 I aeaa 


1 1 


s... z 
изаи -ERN r EAO NERE. 
与 闭 区 间 上 一 元 连续 函数 的 性 质 相 类 似 ,在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 多 元 函数 
具有 如 下 性 质 . 
性 质 1( 有 界 性 与 最 大 值 最 小 值 定 理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 多 元 连续 函 
数 ,必定 在 D 上 有 界 ,和 且 能 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . | 
性 质 1 就 是 说 , 若 F(P) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 必定 存在 常数 M >0， 
使 得 对 一 切 PED, 有 |f(P)| 声 M; 且 存在 P,、P, ED ,使 得 
f(P,)=maxÍ f(P)|P€ DI ,f(P,)=minlf(P)| P€ D|. 
性 质 2( 介 值 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 多 元 连续 西数 必 取 得 介 于 最 大 
值 和 最 小 值 之 间 的 任何 值 . 
“性 质 3( 一 致 连续 性 定理 ) 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 多 元 连续 函数 必定 在 
上 一 致 连续 . 
性 质 3 就 是 说 ,车 /(P) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 对 于 任意 给 定 的 正 数 
є ,总 存在 正 数 $ ,使 得 对 于 D 上 的 任意 两 点 P, 、P, ,只 要 当 | P, P,|<8 时 ,都 有 
|/(Р,)—-/(Р„)|<є 


成 立 . 
习 题 9-1 


1. 判定 下 列 平 面 点 集中 哪些 是 开 集 AR KR AERE ,无界 集 ? 并 分 别 指出 它们 的 聚 
点 所 成 的 点 集 ( 称 为 导 集 ) 和 边界 . 

(1) (х,у) х30,у90}; -© (2) 1(z,y)|1< zx ty ed; 

(3) {(х,у)|у>хт? l; | 

(4) {(х,у)\х®+ (у—1)>1|П\{(х,у)1х + (у-2)<41. 

2. а Хбх, у) = 2? + у? -zytan — , Ж (ах у). 

3. 试 证 函数 F(z,y)=ln х: y 满足 关系 式 
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F(zy,uv)=F(x,u)+F(x,v)+F(y,u)+F(y,v). 
4. БЯ (и, о, ш) = и" +t w”, POR /(х+ у, z- yzy). 
5. 求 下 列 各 函数 的 定义 域 : 


1 1 
(1) == (у -2zx +1); (2) «= + ; 
Vrty V<x-y 
(3) z=V х-Уу; (4) геш ушуну б 
1-х°-у 
(5) <= / R° – х? — у? — =? g= = = Кыш. (R>r>0); 
(6) u = arccos i 
тї + у? 
6. 求 下 列 各 极限 : 
1- ху in(z+e) . 
(1) (z, dinm Dr 十 y i (2) taina + у? ° 
(39:7 ас 27 зу, (4) lim ——= 
(z,y)—-(0,0) ху (с,у)—(ой),/ 2 еу — 1 
ú 2 2 
(5) lim tan(zy), (6) lim 1- cos( =° + y ). 
(r,y)—(2,0) У (г.у) (0.0) (х? + у? Je” y 
"7. 证明 下 列 极限 不 存在 : 
ту, x° у? 
а) н, oz у’ (2) (=, Дип, dr у? +(x- y 


8. йй =P tz 二 5 在 何 处 是 间断 的 ? 

a А ту 和 

r ш бу ө аш 

"10. Ж Е(х,у)= f(z),f(z) 在 хо 处 连续 ,证 明 : 对 任意 ya ER,F(z,y) 在 (zo ,yo) 处 
连续 ， 


第 二 节 f = Ж 


一 、 偏 导数 的 定义 及 其 计算 法 


在 研究 一 元 函数 时 ,我 们 从 研究 函数 的 变化 率 引 和 了 导数 概念 .对 于 多 元 函 

数 同样 需要 讨论 它 的 变化 率 . 但 多 元 函数 的 自 变 量 不 止 一 个 , 因 变 量 与 自 变 量 的 
关系 要 比 一 元 函数 复杂 得 多 .在 这 一 节 里 ,我 们 首先 考虑 多 元 函数 关于 其 中 一 

自 变量 的 变化 率 .以 二 元 函数 z= f(z,y) 为 例 ,如 果 只 有 自 变量 x 变化 ,而 自 变 

Ж > 固定 ( 即 看 做 常量 ) ,这 时 它 就 是 z 的 一 元 函数 ,这 函数 对 > 的 导数 ,就 称 为 
. 63 · 


二 元 函数 z= f(z,y)XFT z 的 偏 导数 , 即 有 如 下 定义 : 
ЖХ HEK z= /f(xz,y) 在 点 (x。,y,) 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 当 у 固定 在 
yo 而 z 在 zu 处 有 增 量 Az 时 ,相应 的 函数 有 增生 
f(zo + Az, уо) – (хо, ув), 


如 果 
lim [ж + hrs) fy) 本 
. Ах—0 т 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 z = F(z,y) 在 点 (zu,yo) 处 对 + 的 偏 导数 , 记 作 
= 0 5 т=з, ?Zr |z" 或 ЛС ,у).® | 


у= у УЗ у 


例如 ,极限 (1) 可 以 表 为 


fa (toyo) = lim (ж Ак) frm) 0 (2) 


类 似 地 ,函数 z= F(z,y) 在 点 (zu,yo) 处 对 у 的 偏 导 数 定义 为 


Üm /(хо, yo t Ay)- /Схо,› ув) (3) 


^у-*0 Лу 
` az af 
记 作 ду|* r= z7 'ду а, Zy z= 10 或 f, (>o ,yo ) . 


АП Ж РЕЖ ge D (х,у) х 的 偏 导 数 都 存在 ， 
那么 这 个 偏 导 数 就 是 х,у 的 函数 , 它 就 称 为 函数 z= f(xz,y) 对 自 变 量 z 的 偏 
导 函 数 , 记 作 


55, =й 2, 或 f(x,y). 


类 似 地 ,可 以 定义 函数 z= f(z,y) 对 自 变量 y 的 偏 导 函数 , 记 作 


32, 27. z, BR ур (х,у). 


由 偏 导 函数 的 概念 可 知 , f(z,y) 在 点 (zo,yo) 处 对 z 的 偏 导数 广 (zo,yo) 
显然 就 是 偏 导 函数 f, (с, у) (хо, уо) АЧИ; У, (хо, yo) 就 是 偏 导 函 数 
f,(= ,y)#E PA ( zo ,yo) 处 的 函数 值 .就 像 一 元 函数 的 导 函 数 一 样 ,以 后 在 不 至 于 
混 清 的 地 方 也 把 偏 导 函数 简称 为 偏 导数 ， 

至 于 实际 求 z= f(xz,y) 的 偏 导数 ,并 不 需要 用 新 的 方法 ;因为 这 里 只 有 一 
个 自 变量 在 变动 , 另 一 个 自 变 量 是 看 做 固定 的 ,所 以 仍旧 是 一 元 函数 的 微分 法 问 


Ф ASS f. 也 记 成 z: ,天 ,下 面 高 阶 偏 导数 的 记号 也 有 类 似 的 情形 ， 
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Ш.Ж, REE y 暂时 看 做 常量 而 对 x 求 导数 ; 求 于 时 , 则 只 要 把 zx 暂时 看 


做 常量 而 对 y 求 导 数 . 
偏 导数 的 概念 还 可 推广 到 二 元 以 上 的 函数 .例如 三 元 函数 u = р(х, у, х) 
在 点 (z,y,z) 处 对 z 的 偏 导数 定义 为 


_ Дауа) f(r,y,z) 
人 


ЖН (х,у, х) Ж и = F(z,y,z) 的 定义 域 的 内 点 ,它们 的 求法 也 仍旧 是 一 
元 函数 的 微分 法 问题 . 

例 1 求 z= zx +3zy+y 在 点 (1,2) 处 的 偏 导 数 . 

解 把 > 看 做 常量 ,得 


д& 


Эт 2®+3уз 
把 z 看 做 常量 ,得 
д 
95 3® +25. 
将 (1,2) 代 人 上 面 的 结果 ,就 得 
д& = “° . = 
31 |за =2.1+3:2= 8, 
у= 2 
= |... =3+1+2°2=7. 
y r=1 
pe 
2 K z= х?ѕіп2у 的 偏 导数 ， 
解 эт =2=sin 2y, 
J =22cos 2y. 


例 3 设 z=z(z>0,z 天 1), 求 证 : 
хде,_1_/ 1 д« 


Ja hnn 2° 
证 因为 E= yr ` За = ln z. 
T ду 
м 222, baroto зү. 1 эры жр. 
所 以 vor шлу у tpz inz=z + хт”=2х. 


例 4 求 >=vVz+ 和 +z 的 偏 导数 . 
解 把 y 和 z 都 看 做 常量 ,得 
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由 于 所 给 函数 关于 自 变量 的 对 称 性 ,所 以 


所 以 


我 们 知道 ,对 一 元 函数 来 说 ,9 可 看 做 函数 的 微分 dy 与 自 变量 的 微分 dz 
之 商 .而 上 式 表 明 , 偏 导 数 的 记号 是 一 个 整体 记号 ,不 能 看 做 分 子 与 分 母 之 商 . 

二 元 函数 z= F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 偏 导 数 有 下 述 几 何 意义 . 

设 Mo(zu,yo,j(zo,yo)) 为 曲面 = 
= Р(х,у) ЕА, М M, 作 平 面 


E у= у, 上 的 方程 为 z = f(z, yo), 则 
导数 f(x,y6) | МВВ Лл, 


yo), 就 是 这 曲线 在 点 M, 处 的 切线 
M, T, 对 工 轴 的 斜率 ( 见 图 9-5). 同 样 ， 
偏 导 数 户 (ze,yo) 的 几何 意义 是 曲面 被 
平面 z= zo 所 截 得 的 曲线 在 点 М, 处 的 
切线 M, T, 对 > 轴 的 斜率 . 

我 们 已 经 知道 ,如果 一 元 函数 在 某 点 具有 导数 , 则 它 在 该 点 必定 连续 .但 对 
于 多 元 函数 来 说 ,即使 各 偏 导数 在 某 点 都 存在 ,也 不 能 保证 函数 在 该 点 连续 .这 
是 因为 各 偏 导 数 存在 只 能 保证 点 已 沿 着 平行 于 坐标 轴 的 方向 趋 于 Pu 时 ,函数 


图 9-5 


Ф 这 就 是 说 , 当 函 数 表达 式 中 任意 两 个 自 变量 对 调 后 , 仍 表 示 原 来 的 函数 . 
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值 fA(P) 趋 于 f(P.) ) ,但 不 能 保证 点 Р 按 任何 方式 趋 于 Po 时 ， 函数 值 F( 了 ) 都 趋 
于 f(P,). 例 如 ,函数 


在 点 (0,0) 对 = 的 偏 导数 为 
10+ 4,0) 700,0). 


f. (0,0) = lim = lim0= 0; 
同样 有 
f,(0,0) = lim азар деды. 0. 


但 是 在 第 一 节 中 已 经 知道 这 函数 在 点 (0， 0) 并 不 连续 . 
二 、 高 阶 偏 导数 


设 函 数 и D 内 具有 偏 导数 
з= = f.(z,y), É =f (x,y), 


AE D Р] /„(х,у)›/, ыш z, y 的 函数 .如 果 这 两 个 函数 的 偏 导数 也 
存在 , 则 称 它们 是 函数 z= f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 . ЕЕЕ 
有 下 列 四 个 二 阶 偏 导数 : 


д [а д? д [а а? 

2=(35)= P “f(s y), EE 5 = fy (x,y), 
9 [а д 

[|== f: (х,у), LI: = (х,у). 

其 中 第 二 ,三 两 个 偏 导 数 称 为 混合 偏 导 数 .同样 可 = :以 及 п 阶 偏 
导数 . RULA AA 


а? = а: Fz 
16 B == ry -3zry — ху+1, жа. с зна. 


д 

解 55 =3а? y =3y _ y, p 2® у-9ху- x; 
а? x д? x 2 2 
Je =бху? зуд A y 9y 1; 
кы а? > 
元 ‚зу? — = 2 xr 18zy; 
а? x 
= =бу° 
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我 们 看 到 例 PB RS ШШ, M = =. 这 不 是 偶然 
的 ,事实 上 ,有 下 述 定理 . | 


ж MRAN <= уб. ÄRTOR 5.5, 


D 内 连续 ,那么 在 该 区 域内 这 两 个 二 阶 混合 偏 导数 必 相 等 . 

换 句 话说 ,二 阶 混合 偏 导数 在 连续 的 条 件 下 与 求 导 的 次 序 无 关 . 这 定理 的 证 
明 从 略 . | 

对 于 二 元 以 上 的 函数 ,也 可 以 类 似 地 定义 高 阶 偏 导数 .而 且 高 阶 混合 偏 导数 
在 偏 导数 连续 的 条 件 下 也 与 求 时 的 次 序 无 关 . 


例 7 验证 函数 z =ln ух + y 满足 方程 


. Əx y 
所 以 a 2 ЕС РЕБ ЖЕ 
дт x ty ду x + y 
д? _(х®+у')-х'2х_ y - x 
ЮГ ДОНУ ЛЕТНЕ х паана 2 ТҮ?» 
Ix? (z + у") (z +y ) 
йш. буе еу. жу 
人 2 7\5: 
ду? (х°+ у?) (= +y) 
а? ғ д? = у= х? х? — у? 
A + = + =0. 
Gij эа Эу (уг (ат уу! 
š 1 
例 8 EAER „= RENE 
Bu Pu Fu 
кето = 
дт? ду д 9; 
其 中 r=V x ty + z. 
dx rax ror r’ 
Su l 32 9r 1 „3 
ты с А сырт еа 
由 于 函数 关于 自 变量 的 对 称 性 ,所 以 
а. 1 32 ды. 1 32 
БЕ Бана о. ЫЙ уси. т. ср шый ЧЫ ге. д 
у r r z r r 
2 2 2 
因此 | ТА 
or ду д2 
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2 2 2 2 
ыш ыд у s C ын ыз ыш 
r r r r 


例 7 和 例 8 中 的 两 个 方程 都 叫做 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 , 它 是 数学 物理 方 
程 中 一 种 很 重要 的 方程 . 


3 题 9-2 

1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 : 
(1) = х?у-у°хт; (2) ке “>, 
(3) == ln(xy); (4) = = sin( zy) t cos (zy); 
(5) zx = in tan 了; (6) == (1+ ху)”; 
(7) u= х; (8) и = агсїап(тх— у)‘. 

; Л 1 x aT aT _ 
2. R T=2r Z RUE I ST Ез” Ç 


I - (1,1 д д 
асе О) gg Er y 至 22 
У 


4. 8 (х,у) = х + (у- 1)агсыпА/ = Г. (х,1). 


сл 


Me 
. Ti 4 “在 点 (2,4,5) 处 的 切线 对 于 z 轴 的 倾角 是 多 少 ? 
у=4 | . 
а? = 9? ғ а? ғ 
6. ЖТТ ау: 
(1) z=x + у - 42у; 


(2) z = arctan >; 
(3) <= y'. 
7. W f(z,y,z)= ху + yz’ + zr’, R f..(0,0,1),f. (1,0,2), f, (0,-1,0)K far (2, 
0,1). 
а= 


Š ә? 
8. i z= zln(zy), 求 一 :二 一 一 一 了， 
oz ду дхду 


9. 验证 : 
аНЫ ay y, 
(1) y=e sin nz Е 55 ЭТ! 


КЫ Fr F 
(2) r= у жу ее ьс ram. 
dr ду д= r 
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第 三 节 全 微 分 


、 全 微分 的 定义 


由 偏 导数 的 定义 知道 ,二 元 函数 对 某 个 自 变 量 的 偏 导数 表示 当 另 一 个 自 变 
HAE, Р 因 变 量 相对 于 该 目 变 量 的 变化 率 ， 根据 一 元 函数 微分 学 中 增 量 与 微分 
的 关系 ,可 得 

f(z=+Ax,y)- /(\х,у)5#],(х,у)Ах, 
Р(х,у+Ду) - /(\х,у)5=/,(х,у)Ау. 
上 面 两 式 的 左 端 分 别 叫做 二 元 函数 对 > 和 对 y 的 偏 增 量 ， 而 右 端 分 别 叫做 二 
函数 对 z 和 对 y 的 偏 微分 . 

在 实际 问题 中 ,有 时 需要 研究 多 元 函数 中 各 个 自 变量 都 取得 增 量 时 因 变 量 
所 获得 的 增 量 , 即 所 谓 全 增 量 的 问题 .下 面 以 二 元 函数 为 例 进行 讨论 ， 

设 函 数 z= F(z,y) 在 点 P(z,y) 的 某 邻 域内 有 定义 ,P(z+Az,y+Ay) 
为 这 邻 域 内 的 任意 一 点 , 则 称 这 两 点 的 函数 值 之 差 f(x + Ar,y + Ду) – 
Fr: ARREA P 对 应 于 自 变量 增 量 Az Ay 的 全 增 量 , 记 作 Az, ВП 

Az= (х + Ах, у+ Ду) – (х,у). (1) 

一 般 说 来 ,计算 全 增 量 Az 比较 复杂 .与 一 元 函数 的 情形 一 样 ,我 们 希望 用 
ВЕНИ Az Ay 的 线性 函数 来 近似 地 代替 函数 的 全 增 量 Az, 从 而 引入 如 . 
下 定义 . 

定义 ” 设 函 数 >=F(z,y) 在 点 (z,y) 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 范 数 在 点 
(z,y) 的 全 增 量 
Az= (хе +Ах, у+ Ду) – Р(х,у) 

可 表示 为 “ | | | 
Az= ААх+ ВАу+о(р), (2) 
其 中 A.B 不 依赖 于 Azx Ay 而 仅 与 +、y 有 关 ,o= / (Az) + (Лу), Ж 
zx=(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 ,而 AAr + BAy 称 为 函数 == f(z,y) 在 点 
(z,y) 的 全 微分 , 记 作 а=, В 
dz = ААх + BAy. 

如 果 函 数 在 区 域 D 内 各 点 处 都 可 微分 ,那么 称 这 函数 在 D 内 可 微分 . 

在 第 二 节 中 曾 指出 ,多 元 函数 在 某 点 的 偏 导数 存在 ,并 不 能 保证 函数 在 该 点 
连续 .但 是 ,由 上 述 定义 可 知 ,如 果 函 数 z = F(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 ,那么 这 
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函数 在 该 六 点 必定 连续 .事实 上 ,这 时 由 (2) 式 可 得 
limaz =0, 
从 而 0 
a iM (z+ Ах, у+ Ау) = lil f(z, y)+Az]= f(z=,y). 
因此 函数 z= F(z,y) 在 点 (z,y) 处 连续 . 
下 面 讨论 函数 = = F(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 的 条 件 . 
定理 1( 必 要 条 件 ) MRAR z= F(z,y) 在 点 (z， 2) 可 微分 ， 则 该 函数 在 


Al VARBA ZBERE, вай <= /(z,3) 在 点 (zy) 的 全 向 分 为 


dz = 5®Ал + ÉA. (3) 


证 设 函 数 z= f(z,y) 在 点 P(z,y) 可 微分 .于 是 ， 对 于 点 Р жана 
内 的 任意 一 点 P'(z+Arxr,y+Ay)， 《2) 式 总 成 立 ， 特别 当 Ay=0 时 (2) 式 也 应 成 
立 , 这 时 p= |Az|, 所 以 (2) 式 成 为 
f(z=+Ar,y)- (х,у) = А*+Ах+о(|Ах|).. 
上 式 两 边 各 除 以 Az ,再 令 Az 一 0 而 取 极 限 ,就 得 


从 而 偏 导数 径 存 在 , 且 等 于 A .同样 可 证 3 = B. 所 以 (3) 式 成 立 . 证 毕 ， 

我 们 知道 ,一 元 画 数 在 菜 点 的 导数 存在 是 微分 存在 的 充分 必要 条 件 .但 对 于 
多 元 函数 来 说 ,情形 就 不 同 了 . 当 函 数 的 各 偏 导数 都 存在 时 ,虽然 能 形式 地 写 出 
Art Zay BEN Az 之 差 并 不 一 定 是 较 p 高 阶 的 无 穷 小 ,因此 它 不 一 定 是 


函数 的 全 微分 . 换 句 话说 ,各 偏 导数 的 存在 只 是 全 微分 存在 的 必要 条 件 而 不 是 充 
分 条 件 .例如 ,函数 


， ту 5 2 
ses СЕТ + о, x° +у 50, 
0, х + у? =0 
在 点 (0,0) 处 有 У, (0,0) =0 K /, (0,0) =0, Prk | 
Az-[/,(0,0)'Az+ f (0,0) Ay] = AEA _, 
y (Ах)? + (ду) 
如 果 考 虑 点 P'(Az ,Ay) 沿 着 直线 y= x (0,0), 0 


Ф 这 里 ,po 一 0 У(Ах, Ду) (0,0). : 
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AZz'Ay 


М (Ах) +(Ay) Ar'Ay __ Ахт.Ах 1 


р (Ах) + (Ау) (Ах) + (Ах) 2’ 


它 不 能 随 p>0 而 趋 于 0, 这 表示 po 一 0 时 ， 
Az —[f.(0, 0)Ах + /,(0, 0)Ay] 

并 不 是 较 o 高 阶 的 无 穷 小 ,因此 函数 在 点 (0， 0) 处 的 全 微分 并 不 存在 ， 即 函 数 在 
点 (0， 0) 处 是 不 可 微分 的 . | 

“由 定理 1 及 这 个 例子 可 知 ， 偏 导数 存在 是 可 微分 的 必要 条 件 而 不 是 充分 条 
件 .但 是 ,如 果 再 假定 函数 的 各 个 偏 导数 连续 , 则 可 以 证 明 函 数 是 可 微分 的 , 即 有 
下 面 的 定理 . 

| az az 


定理 3( 充 分 条 件 ) 如 果 函 数 = = (=,?) 的 偏 导数 汇 、 开 在 点 (z,y) 连 
АТ ГЫ 002. 
证 нв, ИОТ ЕАР у) ЮЖ ВИНЕ Д (с + 


Az,y+Ay) 为 这 邻 域 内 任意 一 点 ,考察 函数 的 全 增 量 
Az = /(х+Ах,у+Ау)-— f(r,y) 
=[f(z=+Azr,y+Ay)—- /(х,у+Ду)] + 
[/(х,у+Ау)- f(z,y)]. 
在 第 一 个 方 括号 内 的 表达 式 , 由 于 y+ Ay 不 变 , 因 而 可 以 看 做 是 г 的 一 元 函数 
f(z,y+Ay) 的 增 量 . 于 是 ,应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 到 
f(z=+Azrz,y+Ay)- f(z,y+Ay) 
=f.(z=+0 Az,y+Ay)A=+z (0<0, <1). 
又 依 假 设 ， f.(z,y) 在 点 (x,y) 和 连续, 所 以 上 式 可 写 为 
| = }/(х+Ах,у+Ау)-/(х,у+ йу) ` (4) 
= у. (х,у)Ат+є Ах, 
EF є, X Az Ay 的 函数 , 且 当 Az—>0,Ay—0 it, є, 0. 
同 理 可 证 第 二 个 方 括号 内 的 表达 式 可 写 为 
f(z=,y+Ay)- f(z,y)= f(z,y)Ayt eAy, (5) 
Ж e, 为 Ay 的 函数 , 且 当 Ay—0 时 ,sz 一 0. 
由 (4)、(S) 两 式 可 见 , 在 偏 导 数 连 续 的 假定 下 ,全 增 量 Ax 可 以 表示 为 
Az= ј, (х,у)Ах + /,(х,у)Ау+ e, Ax + є,Ду. (6) 


”多 元 函数 的 偏 导 数 在 一 点 连续 是 指 : 偏 导数 在 该 点 的 某 个 邻 域内 存在 ,于 是 偏 导 数 在 这 邻 域内 
有 定义 ,而 这 个 偏 导 函 数 在 该 点 连续 . 
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容易 看 出 
є Ах + eAy 


[Klel + lezl, 


它 是 随 着 (Az,Ay) 一 (0,0) 即 po 一 0 而 趋 于 零 的 . 

这 就 证 明了 z= (х,у) А Р(х,у) E TRAH. 

以 上 关于 二 元 函数 全 微分 的 定义 及 可 微分 的 必要 条 件 和 充分 条 件 ,可 以 完 
全 类 似 地 推广 到 三 元 和 三 元 以 上 的 多 元 函数 . 

习惯 上 ,我 们 将 自 变量 的 增 量 Ar Ay 分 别 记 作 dz ,dy ,并 分 别称 为 自 变量 
zy 的 微分 .这 样 ,函数 z = f(x,y) 的 全 微分 就 可 写 为 


dz = 9242 +3245. | (7) 


通常 把 二 元 函数 的 全 微分 等 于 它 нивни лава 
Л E ER. 
КУЛ ЕЛЕ F J — Е KRAKE. 例如 ,如 果 三 元 函数 x = f(z， 
yz) 可 微分 ,那么 它 的 全 微分 就 等 于 它 的 三 个 偏 微分 之 和 , 即 
аи = ATE + Jedy + ои аа. 


1 计算 函数 z= хг yt y 的 全 微分 . 


解 ” 因 为 55 =2ху, P= z +2y, 
所 以 ЕВ +2у)ау. 
012 计算 函数 z=e? 在 点 (2,1) 处 的 全 微分 . 
3 3 Я 
a ”因为 Эт У 355 ze ! 
д2 =e д =2е? 
дх гв "ду 252 , 
所 以 dz| ,=edz+2edy. 
1 


Уе 
例 3 计算 函数 u = z+ sin 方 +e” 的 全 微分 . 
Е ди, ди_ 1 y ди _ 
# ”因为 Эт = 1, D роо жез те 


所 以 du = ах + (Zos Z+ ze )dy + уе”. 


二 、 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


由 二 元 函数 的 全 微分 的 定义 及 关于 全 微分 存在 的 充分 条 件 可 知 , 当 二 元 函 
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Ж z= F(z,y) 在 点 И 所 (zy) 连 续 , 并 且 1Az|， 
1Ay| 都 较 小 时 ,就 有 近似 等 式 
А242 = },(х,у)Ах + р(х, у)Ау. (8) 
上 式 也 可 以 写成 | 
.  f(z+Az,y+tAy)aesf(z,y)+ f.(z, у)Ах + },(х,у)Ау. (9) 
与 一 元 函数 的 情形 相 类 似 ， 可 以 利用 (8) 式 或 (9) 式 对 二 元 函数 作 近 似 计算 
和 误差 估计 ,举例 于 下 . | 
” 例 4 有 一 圆柱 体 , 受 压 后 发 生 形变 ， 它 的 半径 由 20 ст 增 大 到 20:05 cm, 
高 度 由 100 cm 减少 到 99 cm. 求 此 圆柱 体 体积 变化 的 近似 值 . 
O R ааа 高 和 体积 依次 为 +、.h 和 V, 则 有 
| V=xr’h. ; О | 
8. r.h 和 V /的 增 量 依次 为 Ar Ah 和 AV .应 用 公式 (8); 有 .. 
 AVasdV = V,Ar+ ViAh=2rxrhAr+ar АЛ. `, 
把 r=20,hk =100,Ar=0.05,Ah = -1 代 人 ;得 - | 
A V 2227 х 20 х 100 x 0.05 + хх 20 x ( — 1) = — 200х(ст? z 
即 此 圆柱 体 在 受 压 后 体积 约 减 少 了 200x cm? 
#15 01.04) 的 近似 值 . 
解 设 函 数 f(z,y)= xz’. 显然 ,要 计算 的 值 就 是 函数 在 x =1.04,y=2.02 
. 时 的 函数 值 f(1.04,2.02). 
取 z=1,y=2,Az=0.04,Ay=0.02. 由 于 
f(1,2)=1, 
Р. (х,у) = ye, f(r,y)= rln т, 
f.(1,2)=2, £,(1,2)=0, 
所 以 ,应 用 公式 (9) 便 有 
(1.04)#®=—1+2х0.04+0х0.02= 1.08. 
516 利用 单 摆 摆动 测定 重力 加 速度 g 的 公式 是 
| | ИД | | C ый 
现 测 得 单 摆 摆 长 / 与 振动 周期 工分 别 为 L= (100+0.1) em. T = (2 £ 0.004) s. 
间 由 于 测定 / 与 的 误差 而 引起 g 的 绝对 误差 和 相对 误差 各 为 多 少 0? 
解 ” 如 果 把 测量 1 与 时 所 产生 的 误差 当 作 |Al| 与 |AT|, 则 利用 上 述 计 


算 公式 所 产生 的 误差 就 是 二 元 函数 g= 人 x 的 全 增 量 的 绝对 什 | Ag l. 由 于 


D 按 第 二 章 第 五 节 的 说 明 ,这 里 的 绝对 误差 和 相对 误差 各 指 相应 的 误 益 限 . 
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LALI AT| 都 很 小 ,因此 我 们 可 以 用 dg 来 近似 地 代替 Ag .这 样 就 得 到 g 的 误 
差 为 


д 
а EN far] 


H ө, 与 6r 分 别 为 1 与 T 的 绝对 误差 .把 /=100,Т=2, йл: 1,5; = 0.004 
代 人 上 式 ,得 g 的 绝对 误差 约 为 | 


8, = 42 (ба +251000. 004) = ойый: 
从 而 g 的 相对 误差 约 汰 1 о. 
ó, _ 0.52 _ 
Z 45100 о 
22 x 


ААА ЕЕ 5 васла = f(z,y)， 如 果 自 变量 z. 
y 的 绝对 误差 分 别 为 6， Е 
"алка, ыа, ЕА Е r ; 


则 z 的 误差 


а 
: дә] = 


“||, Б} Ө 
Jg | 
<р. ду yo 
从 而 得 到 :zx 的 绝对 误差 约 为 : š 
_ | 2: 92 . | И 
д, _ дх А + ду д, 9 (10) 
> 的 相对 误差 约 为 : ОДН у Б i o Si уз 
„ |az| [ағ 
a e ы б ОЕ S qa. s ыз вы: ЖИЙ) 
юе уы A | 
ЕГ : | | > | . 
习 题 9-3 
1; ЖЕР е: hpa a с 6 | . borger op 77 ма 
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(1) == лу: (2) == e, 

(3) a: f (4) u= = 

2. ЖӨ z = n(1+ x°? + y? ущ >= 1,у= 2 时 的 全 微分 . 

3. 求 函数 z= = 之 当 元 = 2,y=1,Az=0.1,Ay= 一 0.2 时 的 全 增 姐 和 全 微分 . 


4. ЖЕЖ z=e” 当 z=1,y=1,Az=0.15 'Ay= = 0.1 时 的 全 微分 . 

5. 考虑 二 元 函数 (х,у) ТЕЩА: ` 

(1) F(z,y) 在 点 (zeo,yo) 连 续 ; | 

(2) f(x,y) filr y EACT y) 8; 

(3) F(z,y) 在 点 (zo,yo) 可 微分 ; 

(4) faltos yo) f, (зо), 

#: FJ“ P= Q' ,表示 可 由 性 质 P 推出 性 质 Q , 则 下 列 四 个 选项 中 正确 的 是 人 59: 
(А) (2)=>(3)=>(1) (В) (3)=>(2)=>(1) 

(С) (3)=>(4)=>(1) (0)-(3)=> (1)=» (4) 


"6. 计算 (1.02) + (1.977 的 近似 值 . 
7. 计算 (1.97)72 的 近似 值 (ln 2= 0.693). | е т 

А 已 知 边 长 为 z=6 m 与 у=8 m ЖУ, a 10 cm, [i] X 
个 矩形 的 对 角 线 的 近似 变化 怎样 ? _- 

"9. 设 有 一 无 兽 贺 柱 形容 器 ,容器 的 壁 与 底 的 厚度 均 为 0.1 cm, 内 高 为 20 cm 内 举 径 为 4 
cm. 求 容器 外 帝 体 积 的 近似 值 . | 

"10. 设 有 直角 三 角形 , 测 得 其 两 直角 边 的 长 分 别 为 (7 土 0.1) cm 和 (24 土 0.1) cm. WR F 
用 上 述 二 值 来 计算 斜 边 长 度 时 的 绝对 误差 . 

"11. 测 得 一 块 三 角形 土地 的 两 边 边 长 分 别 为 (63 土 0.1) m 和 (78+0.1) m, 这 两 边 的 夹 角 
为 60" 土 1". 试 求 三 角形 面积 的 近似 值 ,并 求 其 绝对 误差 和 相对 误差 . 

“12. 利用 全 微分 证 明 :两 数 之 和 的 绝对 误差 等 于 它们 各 自 的 绝对 误差 之 和 . 

"13. 利用 全 微分 证 明 ; 肝 积 的 相对 误差 等 于 各 因子 的 相对 误差 之 和 ; 商 的 相对 误差 等 于 被 
除数 及 除数 的 相对 误差 之 和 . 


第 四 节 ”多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 ` 


现在 要 将 一 元 函数 微分 学 中 复合 函数 的 求 导 法 则 推广 到 多 元 复合 函数 的 情 
形 .多 元 复合 函数 的 求 导 法 则 在 多 元 函数 微分 学 中 也 起 着 重要 作用 . 
下 面 按照 多 元 复合 函数 不 同 的 复合 情形 ,分 三 种 情形 讨论 . 
1. 一 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 
定理 1 WREAK u= gp(1) 及 v= y(i) 都 在 点 БЕ, «= flu, v) 
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HEA, oR ES ЕК, WRAEK z = /[ф(:), 00) 1А: PLP, B 
有 
д 2x 
ата (1) 
证 设 1 获得 增 量 Ai, 这 时 w= glt) o= gpl) ВАЛ В 2) Ди До, Н 
此 ,函数 z = f(zx,u) 相 应 地 获得 增 量 Az. 按 假定 ,函数 «= flu, о) EA (u, v) 
具有 连续 偏 导数 ,这 时 函数 的 全 增 量 Az 可 表示 为 


_92 az 
А2 = ә Аи + 37-47 + E Âu + Аф, 


这 里 , 当 Ли 0, Ло 0 В, є, 0, є, +0. Ф 
将 上 式 两 边 各 除 以 At ,得 
Az _?zAu де:Ао + Аи Аш 


Ar Jad Jon Аг ТА" 

Е е =S Au du Ао do ç 

因为 当 At->0 时 ,Au 一 0,Av бул, N ~ 于 ,所 以 
Ае д2 и 9zdə 


м Аг дий! до аг’ 
这 就 证 明了 复合 函数 А PODER t 可 导 ， 旦 其 导数 可 用 公式 (1) 计 
算 . 证 毕 . 
用 同样 的 方法 ， 可 把 定理 推广 到 复合 函数 的 中 间 变 量 多 于 两 个 的 情形 . 例 
如 , 设 z=f(wu,v,w),u= gp(1),v= y(t),w= w(t) 复 合 而 得 复合 函数 
z=f[ p(t), p(t), w(t)], 
则 在 与 定理 相 类 似 的 条 件 下 ,这 复合 函数 在 点 上 可 导 , 且 其 导数 可 用 下 列 公式 计 
算 : 
dz _ деди ‚ ðzdv gzdr 


d aui сой а (2) 


Ека) о) т аа. 


2. 多 元 函数 与 多 元 函数 复合 的 情形 


定理 2 如 果 函 数 = g(xz,y) 及 v= y(z,y) 都 在 点 (xz,y) 具 有 对 х 及 对 
y 的 偏 导数 ,函数 z = f(u ,v) 在 对 应 点 (w,v) 具 有 连续 偏 导数 , 则 复合 函数 > = 
f[g(z,y),y(z,y)j] 在 点 (z,y) 的 两 个 偏 导 数 都 存在 , 且 有 


dz _д«ди д«дф 
Jz Sur Joz’ (3) 


Ф 在 偏 导数 连续 的 条 件 下 ,这 一 公式 成 立 的 证 明 参 见 本 音 第 三 节 定 理 2 的 证 明 . 
° 77 .° 


-де_д=ди Əzðv с. | 
2979099 aay (0 


事实 上 ， ZER 二 时 ， 将 y 看 做 常量 ,因此 w= p(xz,y) 及 v= ф(х, y) 仍 可 


看 做 一 元 函数 而 应 用 定理 1 但 由 于 复合 函数 z= /[ф(х,у),ф(х, y)] 以 及 
и = p(x,y) 和 v= 4(z,y) 都 是 х,у 的 二 元 函数 ， 所 以 应 把 (1) 式 中 的 d 改 为 3， 
再 把 : 换 成 z, 这 样 便 由 (1) 式 得 (3) 式 . 同 理由 (1) 式 可 得 (4) 式 . 

类 似 地 , 设 x=p(z,y)\=yzy) 及 也 =w(z,y) 都 在 点 (z,y) 具 有 对 
+ 及 对 y 的 偏 导数 ,函数 ,zx= (и, у, о) ЕЛА (и, о, ш) Ае, 
则 复合 函数 | 

z= ф(х, у), Ф(х,у), о(х,у)] 

在 点 (z,y) 的 两 个 偏 导数 都 存在 ， 且 可 用 下 列 公式 计算 : 


zx Izðuü 9% dz dw . 
— = 一 一 一 一 + 一 一 一 一 十 — 
ax 到了 ”于 于 gw ax’ (5) 


“9х _дди 2295 22 ди 
ду диду 9ъду 28у: 
3. 其 他 情形 


定理 3 MEET ке y) 在 点 (z,y) 具 有 对 z 及 对 y HASH, 函数 
5o=4%(y) 在 点 y 可 导 , 函 数 z= F(uw,v) 在 对 应 点 (x,z) 具 有 连续 偏 导数 , 则 复 
ВАЙ z= FLp(z,y),%(y)] 在 点 (z,y) 的 两 个 偏 导数 都 存在 , 且 有 


9z _ дхди. 
Z Judr’ | | | (7) 


ду диду ðvdy 
上 上述 情形 实际 上 是 情形 2 的 一 -种 特例 ， 即 在 情形 2 中 ， 如 变量 о 与 z ЖЖ, 


AME O v ity 求 导 时 ,由 于 "= %(y) 是 一 元 函数 , 故 了 2 换 成 了 92 ,这 就 


得 上 述 结果 . 

在 情形 3 中 ,还 会 遇 到 这 样 的 情形 :复合 函数 的 某 些 中 间 变 重 本 身 又 是 复合 
函数 的 自 变量 .例如 , 设 zx=.F(x,z,y) 具 有 连续 偏 导数 ,而 x= plr, y) LA 
导数 ， 则 复合 函数 z = = бе, у), т ,y] 可 看 做 情形 2 中 当 то=х,ш= y 的 特殊 
情形 .因此 


| E . w 
s=, а= 0 
д _ | 
DE ah 


从 而 复合 函数 z= f[ g(xz,y),x,y] 具 有 对 自 变量 r K y 的 偏 导 数 , 且 由 公式 
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(5)、(6) 得 


ду диду ду 


注意 “这 里 3 与 3 是 不 同 的 ,32 是 把 复合 函数 = = f[g(z,y),z,y] 中 的 


y 看 做 不 变 而 对 z 的 偏 导数 ,是 把 /(w,z,y) 中 的 u P y 看 做 不 变 而 对 zx 的 


偏 导 数 . 22 
y 


д 
#1 


Е „2: iya . аи. ди 
= = ty tz = r? К Ri — 
112 设 u=f(x,y,z)=e ,而 z z sin у. Жу 19у 


解 


例 3 


解 


这 里 下 标 1 表示 对 第 一 个 变量 ú 求 偏 导数 ,下 标 2 表示 对 第 二 个 


数 . 同 理 有 


9 
与 区 也 有 类似 的 区 别 . 
设 = a“ <: 而 一 一 十 求 2 和 和 > 
z=e"sin о, u= zy, v=x + у. Kz 155 
az ðzðu Jay н. 2» и 
52 JuJz Joja € sh uty +e“cos v’l 
=e”[ уѕіп(х + у) + соз(х + y)], 
oz axzxgt ‚ддФф 


— = — ісу. . + e“ . 
ду. дш ду дабу е“ѕіп ©*' т +e“ cos 0 *1 


=e”[ zsin( x + y) + cos( + + 391: 


з 
- 
z 


2,4,2 жуы . 
=2хе ‚+2 е >. *2=sin y 


2 2 2 2. .д 2 , 
+y + +y +z 2 
=2ye” ” 7 +2xe* й «х COS у 


272.22 4.2 
т ty tr sn y . 


д 
.=2(y+zsin ycos у)е | | 
В z = uv + віп ż, M u = e' , = cos (жаш. | 


д д д 3 
де A EL баз pasas g... 
дөй д: : 


t дий 


= e!cos 上 一 e'sin # + cos z = е (cos і – ѕіп Г) + cos t. 
š А a 2? 
例 4 B w=flrty+t z,zyz),f ЖЖ = ЖИН, ЖЬ Ж -—5—. 


解 Фи=х+у+е,о=тув ,Ш w=flu, v). _ 


为 表达 简便 起 见 , 引 入 以 下 记号 : 


filu,v)= fe(u,u), falu, v)= f. (u,v), 


fro fa Ра. x 


变量 o 求 偏 导 
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ВТЗ ЖЕН ш = (и, о) k и=х+у+,о= тух 复合 而 成 ,根据 复合 
函数 求 导 法 则 ,有 


f 


— + yzf2 ) = “Йй yf; + ук ЭЁ. 


RLRE BES f. Си, о) Ж f, био) uv 是 中 间 变 量 ,根据 复合 函数 
求 导 法 则 ,有 


9 u 
беди Уе fu t жуз» 
д д зди а 590 7А 2 
ели, 232 fat ayfa 
于 是 
а? w 


дтде = fat ryf + yf; + yzfat ху“ afa 


= Ди у(х + z) fiat xy? #/»+ УЛ». 
15 设 “=(z,y) 的 所 有 二 阶 偏 导数 连续 ,把 下 列表 达 式 转换 为 极 坐标 
系 中 的 形式 : 
2 2 
о (65) (2), o pr 
解 由 直角 坐标 与 极 坐标 间 的 关系 式 
х= рсоѕ 0, у= рѕіп 0. 
可 把 函数 u= f(z,y) 换 成 极 坐 标 o 及 0 的 函数 ; 
T E E psin 0)= Е(р,0). 
| ðu [9 2° 
пи (25) TES pH SAR p0 及 函数 w = F(P,0) 对 o0 的 


偏 导数 来 表达 .为 此 ,要 求 出 “= /(z,y) 的 偏 导数 也、 了 GARIS km е 


`a y` 8 ү? 
Р(х,у) 918 u= F(p,0) 及 А 
р= мх? + уб, 9 = arctan > 


Ф OR P(z,?) 在 第 一 .四 象限 时 ,规定 0 ЛИНЕА - T < < =, 


@ = arctan 之 ; 
х 


当 点 P(z,y) 在 第 二 ,三 象限 时 ,规定 0 НИТ. <0< 7-0 
8= arctan — + z, 
此 时 以 下 推导 仍 成 立 . 
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复合 而 成 ,应 用 复合 函数 求 导 法 则 ,得 
| 


и _дидр , дид0 _ дих диу 9 _ диѕіп 0 
3z 2х 988= pp 9007 2р0°0 9б р ' 
ди _дидр , дидӣ _диу , дих _ди ðu cos 0 
¿S == 二 一 = —si 0 十 一 一 

у 'доду 90ду дор 9002 Әр 30 p 


再 求 二 阶 偏 导数 ,得 
du _ ə (3): „до, 3 (32) 20 


22? др\2х} dr 56\5z ЕЕ 
_ 9 [ди o-a) eos 0—0 ws 0-8 sin °): sin 0 
до\д š 30 0 20 320 р p 
=? u 29-2 а? u зіп дсоѕ 0 , 3° и sin P дсоѕ 0 , дизіп? 0 
ap” 5p55 р 3° o 908 pp др р 
同 理 可 得 
Gu u ngt? а? и sin bcos 0 д ucos _ ди 2sin 0cos 0 дисоз'б 0 
ду! 907 20908 р 90° р 90 р? до р 


两 式 相 加 ,得 
Pu ди 9 1ди, lou_1 3 | аи\ Pu 
eo ыж | 
全 微分 形式 不 变性 RAX z= f(u,v) 具 有 连续 偏 导数 , 则 有 全 微分 
dz =3Ždu +540, 
如 果 uv 又 是 中 间 变 量 , 即 w= p(xz,y)、v= ф(х, у), Н.Х ЯРА АЗ E 
续 偏 导数 , 则 复合 函数 


z=fle(=,y),@(=,y)] 
的 全 微分 为 


dz = 9242 + 54у, 
носанд) Ж (a) ДЗ (3) Ж(4)#;#Ж5® А ЕХ. 
得 
92 8 дд 3x 3 9z9 
акт (5255 +3255 )4=+ (5225 +2255 Jd 
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_д«[ди ди Az QV 
(ty) + 5* (rtd) 
_ az ШЕР 

асов" 


由 此 可 见 ,无 论 u,v 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 ,函数 = = m 的 全 微分 形式 是 
一 样 的 .这 个 性 质 叫做 全 微分 形式 不 变性 . 
例 6 利用 全 微分 形式 不 变性 解 本 节 的 例 1 


解 dz=d(e’sin 2)=e"sin vdu+e’cos odu, | 
du =d(zy)= ydz + хау, 
dv=d(z+ у)=айх+йу, . 
代 人 后 归并 含 dz Ж dy 的 项 ,得 | | 
dz = (e“sin v* у + e“cos v)dz + (e"sin o*z + e“cos v)dy, 
即 Jade + 92845 =е”[ ysin (x + y) +.cos (x+ y)ldz+ | | 
e?” [xsin (z+ y) + cos (z + y)]dy. 
比较 上 式 两 边 的 dz ау 的 系数 ， 就 同时 得 到 两 个 偏 导数 于 зу EN sm 1 的 
结果 一 样 ， 


习题 9-4 


2x д 
1. 设 z=w +? ,而 и=х+у,у=х- ER | 


де ðz | 
2х 'ду` 


2. 设 z=w In о, «=н 二 3x 一 2y, 求 二 

3. 设 z=er T x= sin t,y= t? 9 

Я Е , 9 , de’ 

4. W = = arcsin( z — у), Й х=31,у= 40,92. I 
, = Б: dz 

5. 2 = arctan( xy), Í y = e Ri 


6. 设 а= 00) ,而 у = asin хул = сов r, RIE, 


7. W == асап ЖП х= и + о, у=и- о, Е 


8. 求 下 列 函数 的 一 阶 偏 导数 (其 中 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ): 
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(1) u= flr? -y e”); (2) «= (<>); 

(3) u= f(x, zy, xyz). 

9. == ry+ rF(u),T u = = , F (u ) 8 B] St B8 8 , E BJ 
х®+ уд = r+ ay. 


10. 设 “= стуу Ж (ua ) 为 可 导 函 数 ,验证 


f( 
laz 19z, z 
rðr уду y` 
` 2 2 一 z а? = Fz 
11. 设 z= f(x +y ) ,其 中 /具有 二 阶 导 数 , 求 二 7 ,3 2 Т. 
“л жоу ду 


2 2 2 
12. RFEA ЕСД АЯГА Р). 
х хоу ду 
=f . = Eie 
(1) == flay, y); D «= (5): 
(3) z= (ху, х? у); (4) х = f(sin zcos у,е*'*). 


_5-У31 _V3s+1 
+ 2 , y 2 9 


š au , (ди \ү fa ‚ [ди ү 
(sz) +65) =(22) + (2;) 
证 明 дх ду s t 


FET Вар R SP ZV 


一 、 一 个 方程 的 情形 


在 第 二 章 第 四 节 中 我 们 已 经 提出 了 隐 函 数 的 概念 ,并 且 指出 了 不 经 过 显 化 

直接 由 方程 。 | 

Е(х,у)=0 ` | i (1) 
求 它 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 的 方法 .现在 介绍 隐 范 数 存在 定理 ,并 根据 多 元 复合 
函数 的 求 导 法 来 导出 隐 函 数 的 导数 公式 . 

隐 范 数 存在 定理 1 设 函 数 F(z,y) 在 点 P(xz。,y,) 的 某 一 邻 域 内 具有 连 
续 偏 导数 , 且 Fro y) = 0. Е, (хо, у) #0, WAE F(z, y)=0 EACT, yo) 
的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 个 连续 且 具 有 连续 导数 的 函数 y= f(z), 它 满足 
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条 件 y = f(zo), 并 有 
F. . (2) 
AROM E: a Pa $r BJ R А50. 
这 个 定理 我 们 不 证 . 现 仅 就 公式 (2) 作 如 下 推导 . 
将 方程 (1) 所 确定 的 函数 y= F(z) 代 入 (1) ,得 恒等式 
Е(х,/(х))==0, 


其 左 端 可 以 看 做 是 z 的 一 个 复合 函数 , 求 这 个 函数 的 全 导数 ,由 于 恒等式 两 端 
求 导 后 仍然 恒 等 , 即 得 


由 于 F, 连续 , 且 已 (zeo,yo) 天 0, 所 以 存在 (zo,yo) 的 一 个 邻 域 , 在 这 个 邻 域内 
F, #0, FE 


如 果 F(z,y) 的 二 阶 偏 导数 也 都 连续 ,我 们 可 以 把 等 式 (2) 的 两 端 看 做 r 的 
复合 函数 而 再 一 次 求 导 , 即 得 


d дх\ F,/ ду\ F, /4х 
_ _F.F,- F, F, FF,- F, F, | E | 
ü F; P; Е. 


_ Е.Е se QE F F + ЕЕ 
сена аала 

1 验证 方程 z* + y —1=0 在 点 (0,1) 的 某 一 邻 域 内 能 唯一 确定 一 个 有 
连续 导数 、 当 z=0 时 y=1 ЮЖ y= f(z), 并 求 这 函数 的 一 阶 与 二 阶 导数 
在 z=0 的 值 . | i 

解 W F(z,y)==' +y -1,0 F,=2r,F,=2y,F(0,1)=0,F,(0,1)= 
2 天 0. 因 此 由 定理 1 可 知 ,方程 z* + y* -1=0 在 点 (0,1) 的 菜 邻 域内 能 唯一 确 
定 一 个 有 连续 导数 、 当 x =0 时 y=1 的 函数 y= f(x). 

下 面 求 这 函数 的 一 阶 及 二 阶 导数 . 


x= 
РЕ mR ytz _ _ 1 
一 全 у телес тр, т олу ут 
ах y y y 
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Ф у 
шер | 
隐 函 数 存 在 定理 还 可 以 推广 到 多 元 函数 . 既然 一 个 二 元 方程 (1) 可 以 确定 一 
Mrak ,那么 一 个 三 元 方程 
Е(х,у,х) =0 т: (3) 
就 有 可 能 确定 一 个 二 元 隐 范 数 . 

与 定理 1 一 样 ,我 们 同样 可 以 由 三 元 函数 F(z,y,z) 的 性 质 来 断定 由 方程 
F(z,y,z)=0 所 确定 的 二 元 函数 z= f(z,y) 的 存在 以 及 这 个 函数 的 性 质 .这 
就 是 下 面 的 定理 . 

隐 范 数 存在 定理 2 WAR F(z,y,z) 在 点 P(zo,yo,zo) 的 某 一 邻 域内 具 
有 连续 偏 导 数 , 且 F(T, yosz0)=0,F, (х, уо, zo) #0, WARE F(z, у,х) = 0 
Енд (xz, уо, 20) BR — РАВЕН — {8 = — 4 EE BE E. FL45 ЕЮ A Н ОЕ 
数 == F(z,y), 它 满足 条 件 „= f( хь», yo) Ж Н 


— S (4) 


这 个 定理 我 们 不 证 .与 定理 1 类 似 , 仅 就 公式 (4) 作 如 下 推导 . 


| 由 于 Е(х,у,/(х,у))==0, 
将 上 式 两 端 分 别 对 zx 和 y KS, айнаны: 
F; + F; SZ 0, F; +F, Š 5 =0. 


因为 F. 连续 , 且 И О n n E ee ee 
个 邻 域内 下 .天 0 ,于 是 得 
dz F. dz F 


=o 1 = = => 
or F.'oy Е, ` 
2 
例 2 E z+ у + 42-4 =0,Ж5—%. 
解 i Flr,y,z)= z+ y + x — 45, Е,=2х,Е, =2-—4.?М z#2 
时 ,应 用 公式 (4) ,得 


再 一 次 对 工 求 偏 导 数 ,得 


а 
Pz (2— + 了 S 


(2-2) +z 
3x (2—)? (2 一 =) (2 — х)? 
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二 、 方程 组 的 情形 


下 面 我 们 将 隐 范 数 存 在 定理 作 另 一 方面 的 推广 .我 们 不 仅 增 加 方程 中 变量 
的 个 数 ,而 且 增 加 方程 的 个 数 .例如 ,考虑 方程 组 
Е(х,у,и,о)=0, ` š 
aa ү |С(х,у,и,о)=0. (5) 
这 时 ,在 四 个 变量 中 ,一 般 只 能 有 两 个 变量 独立 变化 ,因此 方程 组 (5) 就 有 可 能 确 
定 两 个 二 元 函数 .在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 由 函数 Е.С 的 性 质 来 断定 由 方程 组 
人 $) 所 确定 的 两 个 二 元 函数 的 存在 以 及 它们 的 性 质 .我 们 有 下 面 的 定理 . 

隐 范 数 存在 定理 3 设 (xz,y,u,v),G(z,y,u,v) 在 点 P(xoyyo, tis 
vo) 的 某 一 邻 域内 具有 对 各 个 变量 的 连续 偏 导 数 ; 又 -F(zxo, yo, uo, vo)=0， 
G(zo,yo,zo,zo)=0, 且 偏 导 数 所 组 成 的 函数 行列 式 ( 或 称 雅 可 比 (Jacobi) 式 ) 

| | Е дЕ 
7=208.6)_ ди дә 
Ж 9(u,ə) 9G әс 
在 点 P(zu,yu,xo,zo) 不 等 于 零 , 则 方程 组 F(z,y,z,u)=0,G(zy,zo)=0 
在 点 (zo,yo,zxo,zo) 的 某 一 邻 域内 恒 能 唯一 确定 一 组 连续 且 具 有 连续 偏 导数 的 
BH и= (х,у), v= vlz, y), ЕП @ SE wo = ulto, yo), vo = v(xo, yo), 
并 有 


F. F, | 
ди_ _1Ə(F,G)_ _ G, G, 
x Jalx;v) F, F, 
G, G, 
| x F. 
am 1Ә(Е,С) G, G. 
A 一 二 一 地 = 一 ; (6) 
= J 9(u ,z) F, F, 
G, G, 
F, | 
зи _ _1a(F,G) 19 6. 
y J д(у,ъ) F, F. i 
| Сс, С, 


‚ 86 ` 


| É: F; 
əo_ lƏ(F,G)_ 16. G, 


ду Jia) FR F,| 
ЕЯ 

这 个 定理 我 们 不 证 .与 前 两 个 定理 类 似 , 下 面 仅 就 公式 (6) 作 如 下 推导 . 
由 于 F[z,y,u(z,y),ə(z,y)]=0, 


С(х,у,и(х,у),о(ж,у)]=0, 


将 全 等 式 而 过 分 别 对 = жашай артык 


从 而 可 解 出 下 ,了 ,得 


Е +Е, ер 59-0, 


ди кы — 
Ct G, рЫ б, 天 =0， 


这 是 关于 六 ,了 和 的 线性 方程 组 ， 由 假设 可 知 在 点 Р( zo ,yo uo， ze) 的 一 个 邻 域 
内 ,系数 行列 式 
Е 
J= б, С ? 
ди до, 


ди __ 1a(F,G) av_ _13(F,G) 


gz J а(х, v)’ х Јә(и,х)` 


同 理 , 可 得 | | 
ди__18(Е,С) д%_ _19(Е, С) 
ду jJ 9(у, о)’ ду Ј9(и,у)` 

, £ _ ди ди ðv 
13 8 ru- yv=0,yu+t zv=l, Жэт' Me 


# ”此 题 可 直接 利用 公式 (6)， 但 也 可 依照 扒 导 公式 (6) 的 方法 来 求解， 下 面 


RUME 一 种 方法 来 做 . 


”将 所 给 方程 的 两 边 对 z 求 导 并 移 项 ,得 


A 
= 5 Жэ. и 
ди “дт... 
Е. = — l 
Уз t Z sx 也 

x =y - 

在 J= =r +y #0 的 条 件 下 
y T 
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ди_|—% х _ хи + уо 
2х |z -y "ET 
y x 
z -u 
до_|У | уи- xo 
к Eaj a a 
y T : 
将 所 给 方程 的 两 边 对 у 求 导 . 用 同样 方法 在 J= z + y #0 的 条 件 下 可 得 
ди_хо-уи gm xXxutyv 
ду rty’ ду rty 


例 4 RAR z=z(x,vz),y=y(x,z) 在 点 (x,u) 的 某 一 邻 域内 连续 且 有 
连续 偏 导数 ,又 
д(х,у) 


J (z. о) #0. 
(1) 证 明 方 程 组 


xz=xļlu,v), 


у= у(и,о) 
在 点 (z,y,z,az) 的 某 一 邻 域内 唯一 确定 一 组 连续 且 具 有 连续 偏 导数 的 反 函 数 
u=u(r,y),o=(z,y). ` 
(2) ЖЕ и=и(х,у),о›= (х,у) х,у 的 偏 导数 . 
# (1) 将 方程 组 (7) 改 写成 下 面 的 形式 | 
oes 
С(х,у,и,о)=у- у(и, о) =0. 


则 按 假设 o J- ER 2090, 
由 隐 函 数 存 在 定理 3, 即 得 所 要 证 的 结论 ， 


(2) ЖЭН (7) ТЕЕ 8 и = и(х, у), о = а(х, у)ЊАК), 即 得 
之 一 =х[и(х,у),о(=х,у)], 


у= у[и(х,у),о(х,у)]. 
将 上 述 恒等式 两 边 分 别 对 z 求 偏 导 数 ,得 


由 于 J 天 0, 故 可 解 得 
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同 理 , 可 得 


1. 设 sin yte - ху? =0, RE. 
2, 设 Inv 2+5? = arctan 2,95. 
3. R х+2у+Е-2 zz =0 RERE. I 
РТК д2 т, 92 
4. 设 二 =In R ray: 
д 
951. 
6. 设 z=z(y,z),y=y(zz),z=z(z,y) 都 是 由 方程 F(z,y,z)=0 所 确定 的 具有 连 
续 偏 导数 的 函数 ,证明 


š д 
5. Ж 2зп(х+2у-3«)=х+2у-3,ЕЙ5— + 


7. 设 @(x,o) 具 有 连续 偏 导 数 , 证 明 由 方程 Oler- az, cy- бе) = 0 所 确定 的 函数 z= 


Р(х,у) Е а 92+ 692-2. 


"8. бе" - зуг 0,9-2. 
g x 
а? + 
дхду` 
10. жин F 912 BB ВИЙ е i m ЖОЮ ЕКИ ЕМИ. 
z= +y, dy: dz 
х +2y +3z’ =20, dz "dz 


`9. 设 > — 3zyz = a° ,3Ë 


(1) É 


r+y+z=0, dz dy 


u= f(ur,v+ y), u 
fet) up „джук RE, 29, 


v= р(и- х,о?у), 


(3) 设 


x=e"+ usin V, Ju Ju Jv до 


(4) 设 дх’ду'дх’ду' 


у= е“ ~ исоѕ о, 
11. Ж у= f(r,t),W t= :(х, у) 8718 F(z,y,t)=0 ВЕНАРА, ЖФ f, ЕЯ 
具有 一 阶 连续 偏 导数 . 试 证 明 | 
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afaF _дудЕ 
dy_9r9t tər 
dr 575F_ aF ` 

99у Әг 


第 六 节 ”多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 
本 节 先 介绍 一 元 向 量 值 函数 及 其 导数 ,再 讨论 多 元 函数 微分 学 的 几何 应 用 
一 、 一 元 向 量 值 函数 及 其 导数 
由 空间 解析 几何 知道 ,空间 曲线 Г 的 参数 方程 为 


х= y(t) 
рено, 1Є[а, 8]. (1) 
2=—(1), f 
方程 (1) 也 可 以 写成 向 量 形式 . 若 记 
=Sxi+yj+tzk, еб) = e@(t)i+g(t)j+to(t)k, 
则 方程 (1) 就 成 为 向 量 方程 。 
r=f(t), tEla,ß]. (2) 
方程 (2) 确 定 了 一 个 映射 f:[a,B] 一 Ri. 由 于 这 个 映射 将 每 一 个 ¿C [а, 
8] ,上 映 成 一 个 向 量 f(:)E Ri , 故 称 这 映射 为 一 元 向 量 值 函数 .一 般 地 ,有 如 下 定 
> 
EX RAR ОСЕ, WRAS f:D 一 R" 为 一 元 向 量 值 函 数 ， 通常 记 为 
r=f(t),tED, 
其 中 数 集 D 称 为 函数 的 定义 域 ,: 称 为 自 变量 ,r 称 为 因 变 量 . 
一 元 向 量 值 函数 是 普通 一 元 函数 的 推广 .现在 , 自 变量 t 依然 取 实 数值 ， 但 
因 变 量 r 不 取 实 数值 ,而 取 值 为 п 维 向 量 . | 
在 本 教材 中 ,只 讨论 一 元 向 量 值 函数 ,并 对 因 变 量 的 取 值 以 n=3 的 情形 作 
为 代表 , 即 r 的 取 值 为 3 维 向 量 . 为 简单 起 见 ,以 下 将 一 元 向 量 值 函 数 简称 为 向 
量 值 函 数 , 并 把 普通 的 实 值 函数 称 为 数量 函数 . | | 
E R 中 ,车 向 量 值 函 数 A(t), (€ D 的 三 个 分 量 函 数 依次 为 f(t), f(t)， 
f(t), tE D, WAHAR S TRR A 
а) = (+ falt)j+ fa(t)k,tED (3) 
Р | 
ғ) = (f(t), falt), Pt)) € D. (37) 
设 ( 变 ) 向 量 r 的 起 点 取 在 坐标 系 的 原点 O 处 ,终点 在 M 处 , 即 r = OM( 图 
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9-6). 当 上 改变 时 ,r 跟着 改变 ,从 而 终点 M 也 随 之 改变 .终点 M 的 轨迹 ( 记 作 
曲线 卫 ) 称 为 向 量 值 函 数 r= f(1), : € D 的 终端 曲 
线 ,曲线 r 也 称 为 向 量 值 函 数 r=J(z),:ED 的 图 
É. 
。 由 于 向 量 值 函 数 r= f(t), Єр 与 空间 曲线 并 
是 一 一 对 应 的 ,因此 
г=/()=(/\(),/(),/5()),:Є Р (4) 
称 为 曲线 T 的 向 量 方程 . | 
根据 R° 中 的 向 量 的 线性 运算 及 向 量 的 模 的 概 9-6 
念 , 可 以 类 似 于 定义 数量 函数 的 极限 .连续 、 Satwa xnana 
数 的 相应 应 概念 , 现 简 述 如 下 : 
定义 1 ЗЫНА ЈО) А t 的 某 一 去 心 邻 域 内 有 定义 ， 如 果 存 在 一 
个 常 向 量 ro ,对 于 任意 给 定 的 正 数 。 ,总 存在 正 数 $ ,使 得 当 : 满足 0< 1 一 如 | 
<6 时 ， be ls f(z) 都 满足 不 等 式 
|f(1)-rol<e, 
那么 , 常 向 量 r, 就 叫做 向 县 值 函 数 f(i ) 当 1 一 to。 时 的 极限 ， ый 
тў) = 或 /()—>г,,{—>1у. 


容易 证 明 : 向 量 值 函数 f(i) 当 t 一 to 时 的 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 : 
о) Е ЗЕ р filt), (2), (2) >t 时 的 极限 都 存在 ; 在 函数 
f(1) 当 1 一 to 时 的 极限 存在 时 ,其 极限 


бт) = (limf, (0), а 2) ,limf()). 0) 
设 向 量 值 函 数 ГО) t 的 某 一 邻 域内 有 定义 , 若 
Пале n 


СТЯ f(z) 在 1, ЖЕ. | 

向 量 值 函数 f(t) 在 i 连续 的 充分 必要 条 件 是 : ГЕЛ 
Fi) flt), fa СЕ to 连续 . 

设 向 量 值 函数 SO), € D.# D,C D, (г) D, 中 的 每 一 点 处 都 连续 ， 则 

称 f(t) 在 D, 上 连续 ,并 称 УС) р, 上 的 连续 函数 . 

.下面 ,给 出 向 量 值 函 数 的 导数 (或 导向 量 ) 的 定义 . | 

定义 2 设 向 量 值 函 数 r= f(t) 在 点 i。 的 某 一 邻 域内 有 定义 ,如果 

Ar f(tot+Ar)-— УС.) 


lim — =. іт 
м-0 АЁ ar | At 


存在 ， 那么 就 称 这 个 极限 向 重 为 向 出 值 函 数 r= f(1) 在 to 处 的 导数 或 导向 量 ， 
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记 作 KOLEAR 


ПТИ Н с t€ D.# D,C D,f(t)# D, 中 的 每 一 点 处 都 存 
在 导向 量 MOE SSE ZA SOE D 上 可 导 . 


向 量 值 函数 f(z) 在 to 可 导 ( 即 存在 导数 ) 的 充分 必要 条 件 是 :f(z) 的 三 个 
DERB у, (2), falt), fs EE to TFH SUE to 可 导 时 ,其 导数 
f Èt) = Р (о) f,(t)j+ уз (г) К. (6) 
向 量 值 函数 的 导数 运算 法 则 与 数量 函数 的 导数 运算 法 则 的 形式 相同 ; 现 列 
出 如 下 : 
设 u(i)、v(it) 是 可 导 的 向 量 值 函 数 ,C 是 常 向 量 ,c 是 任 一 常数 ， мш 
ЕЕ 3⁄ ра, ДЦ 


@)#с=о; 

(2) {ЕГ си(и)]1= cu” (t); 

(3) Lu +0(2)]= и (2) ta) 

(4) 20) а (0) = pu ) + рг) ш (2); 

(5) Alu оС) ио) ol) + ult) (0) 
(6) Glu) хо(2)]= а (0) хобо) + ult) хо (t); 


(7) Ful p(t)]= Ce 


仿照 对 数 重 函数 的 导数 运算 法 则 的 证 明 方 法 ,或 对 向 量 函 数 的 分 量 运 用 对 
应 的 数量 函数 的 导数 运算 法 则 ,可 以 证 明 以 上 法 则 ， 读者 可 作为 练习 自 和 行 证 明 . 

F E, He m BHE А r= f(i) 的 导向 量 的 几 | 
何 意义 . 

设 空间 曲线 P Re RERA r= f), í € D 
的 终端 曲线 ,向 量 OM = f(t), ON = /( + At), 
ШЕ 9—7 BR. X W S t) ФЗН. 

当 At>0 时 ,向 量 Ar= / (г + Аг) — (2) 0 2 
指向 与 上 增 大 时 点 M 移动 的 走向 (以 下 简称 上 的 增 
长 方向 ) 一 致 ; 当 At<0 时 ,向 量 Ar= /( + At) — A 


。 02 е 


Fe WRAS : 的 增长 方向 相反 .但 不 论 At >0 或 Ai <0, 27 = Lar 的 


指向 总 与 + 的 增长 方向 一 致 .于 是 ,导向 量 六 (zw) = lim AT E 1 г = 


f(z) 的 终端 曲线 本 在 点 M 处 的 一 个 切 向 量 ,其 指向 与 上 的 增长 方向 一 致 . 
设 向 量 值 函数 = jz) 是 沿 空间 光滑 曲线 运动 的 质点 М 的 位 置 向 量 , 则 向 
量 值 函 数 r= f(1) 的 导向 量 有 以 下 的 物理 意义 : 


ole) = SERA M 的 速度 向 量 ,其 方向 与 曲线 相 切 ; 


а()=Җ#=% 地 是 质点 M 的 加 速度 向 量 
例 1 (2) = (соз) + (sin t)j+ шд 


解 lim fe) = [limo Ji + (вава г) e (жаг) 


„ҮЗ ++ Ek. 

H2 设 空间 曲线 P 的 向 量 方程 为 

r=f(t)=(t+1,4t-3,2t°-6t),tER, 
求 曲线 DES to = 2 相应 的 点 处 的 单位 切 向 量 . 

解 f (t)=(2t,4,4t-6),tER, 
f (2)= (4,4,2), 
1f(2)|=vV 4 +4 + 2? = 6. 

由 导向 量 的 几何 意义 知 ， 曲线 r 在 与 上 =2 相应 的 点 处 的 一 个 单位 切 向 量 是 


733). 其 指向 与 :的 增长 方向 一 致 ; 另 一 = -2, 


-g ,其 指向 与 :的 增长 方向 相反 


例 3 一 个 人 在 悬挂 式 滑翔 机 上 由 于 快速 上 升 气流 而 沿 位 置 向 量 为 上 = 
/(ї) = (3cos t)i + (3sin 1)j+ tk 的 路 径 螺 旋 式 向 上 . 求 

(1) 滑翔 机 在 任意 时 刻 t 的 速度 向 量 和 加 速度 向 量 ; 
(2) 滑翔 机 在 任意 时 刻 上 的 速率 ; 
(3) 滑翔 机 的 加 速度 与 速度 正 交 的 时 刻 . 
解 (1) r= f(t)=(3cos г)і + (Зѕіп г)ј + k, 

о=% =(- 3sin ż)i + (3cos t)j+2tk, 

a= $ = ( — Зов t)i-—(3sin г)ј + 2k. 
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”(2) 速率 是 速度 z 的 大 小 , 即 


= / ( – Зѕіп г)? + (3cos rO м9+41?. 
这 一 РЕ. Е s 运动 得 越 来 越 快 . _ 
(3) 由 ma=9sin tcos t.— 9sin teos t+4t=0; 得 t=0. 这 表明 ;加 速度 与 速 


” 度 正 交 的 唯一 时 刻 是 在 上 = 0. 


二 、 空 间 曲 线 的 切线 与 法 平面 
设 空间 曲线 的 参数 方程 为 
х = = ф(:), | f 
› = 4(:), tEla,ß]. | (7) 
(== w(t), 
这 里 假定 (7) 式 的 三 个 函数 都 在 [ec ,8] 上 可 导 , 且 三 个 导数 不 同时 为 零 . 
现在 要 求 曲 线 卫 在 其 上 一 点 М(=, ‚Уо ,zo) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
设 与 点 M 对 应 的 参数 为 i0, 记 /(т) = (g(1),y(1),w(1)),1E[a,B]. 由 
向 量 值 函数 的 导向 量 的 几何 意义 知 ,向 量 卫 = A Cro) = (0), 9 (r), 
w(t0)) 就 是 曲线 Г 在 点 M 处 的 一 个 切 向 量 , 从 而 曲线 T ER M 处 的 切线 方 
程 为 
4 (8) 
plt) Plo) wlt) 
通过 点 M 且 与 切线 垂直 的 平面 称 为 曲线 卫 在 点 M 处 的 法 平面 , 它 是 通过 
点 M(xzxo,yo,zo) 且 以 T= 了 (1o) 为 法 向 量 的 平面 ,因此 法 平面 方程 为 
pz хь) + фб) (у уо) + '(ь)(е-в)=0. (9) 


014 RAR х=г,у= г, г 在 点 (1,1,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
Ой .因为 z=1,y,=21,z=3, 而 点 (1,1,1) 所 对 应 的 参数 t。= 1, 所 


‚ T=(1,2,3). 
于 是 ,切线 方程 为 
= A a z L. 
法 平面 方程 为 


ре 1) +3(=-1) =0, 
Вр х+2у+3х = 6. 
现在 我 们 再 来 讨论 空间 曲线 Г 的 方程 以 另外 两 种 形式 给 出 的 情形 . 
‚094. 


如 果 空 间 曲 线 Г 的 方程 以 
а 
х= glz); 
的 形式 给 出 , 取 z 为 参数 , 它 就 可 以 表 为 参数 方程 的 形式 
© о r= =>, 
| -ro 
х= ф(х). 
车 plr), р(х) ХЕ х= хо 处 可 导 , 那 么 根据 上 面 的 讨论 可 知 ,T= (1, g (xo), 


(zo)), 因 此 曲线 研 在 点 M(xzo ,yo ,zo) 处 的 切线 方程 为 


TX- ж, Ут Уо 27 Zo 


"Л ил a ы 
在 点 M(xzo ,yo ,zo) 处 的 法 平面 方程 为 О 
(х-х„)+ ф' (х„)(у— у) + ф(х) (= — х0) =0. (11) 
设 空间 曲线 TEFEN | 
ее (12) 
С(х,у,=)=0 


的 形式 给 出 , М(х,у, 5.) ЖНА 上 的 一 个 点 .又 设 Е.С 有 对 各 个 变量 的 
连续 偏 导数 , 且 

a(F,G) 

a(y,z) as i 
这 时 方程 组 (12) 在 点 M(zu,yo,zo) 的 某 一 邻 域内 确定 了 一 组 函数 y= ф(х), 
z= 4(z). 要 求 曲线 了 在 点 M 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 ,只 要 求 出 o (zo), 
Ф (хо) ,然后 代 人 (10) (11) 两 式 就 行 了 .为 此 ,我们 在 恒等式 

Flr, lx), ġ(x)]=0, 
.. | | С[х,ф(х),ф(х)]=к=0 
两 边 分 别 对 z 求全 导数 ,得 


aF ,2Fdy 2Fdz_ 


az дух 3zdz 


IG .2Gdy ,2Gdz _ 
9х 9ydz 2z dz 


由 假设 可 知 ,在 点 M 的 某 个 邻 域内 _ 
a(F,G) 
a(y,z) 


J = #0, 
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ЁК Е, F, F, 
故 可 解 得 A 
К a 
FÆ Т=(1,ф (zo),y (x) EHR Tr EAM 处 的 一 个 切 向 量 ,这 里 
F. F, F, F, 
К С 
p (х0) = Т" y(r) = т Ж , 
С ЕЛ. & |. 
` М 的 行列 式 表示 行列 式 在 点 М(х, yo，,zo) 的 值 .把 上 面 的 
切 向 量 T| G, G. ,得 
i EPLIR- REI JE Е 
“=e al le ерее |} 


这 也 是 曲线 Г 在 点 M 处 的 一 个 切 向 量 . 由 此 可 写 出 曲线 卫 在 点 M(zo,yo,zo) 
处 的 切线 方程 为 


TT To y Уе 47 Ду | 
F F] E Fj] [FE RIU ыз) 
G, С. |, F G, G, G,|m 
曲线 本 在 点 M(xzo ,yo ,zo) 处 的 法 平面 方程 为 
КЁ F, F; Ў | | 
6, 6 СА G G OF у) + б. G с (14) 
全 СУ |, =0 52:6) | дк) ， 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 ,我 们 
可 得 同样 的 结果 


例 5 Ж = + у +=? =6,=+у+х= 0 4 (1, 一 2,1) 处 的 切线 及 法 
平面 方程 . 

解 这 里 可 直接 利用 公式 (13) 及 (14) 来 解 ,但 下 面 我们 依照 推导 公式 的 方 
法 来 做 . 

将 所 给 方程 的 两 边 对 z 求 导 并 移 项 ,得 


dy dz _ _ 
Y dr dr ° 


dy , dz 
dz j 
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由 此 得 


E z y == 
dy l e Мы ге. аА x= 
dz y z у—ж' ах y z yoz 
1 1 1 1 
Bha T en ты 
从 而 T=(1,0,-1). 
故 所 求 切线 方程 为 
z-1_y+2_z-1 
1 0 -1 
法 平面 方程 为 | 
| (z=-1)+0-(y+2)-(xz-1)=0, 
即 z=—z=0. 
三 、 曲 面 的 切 平面 与 法 线 
我 们 先 讨 论 由 隐 式 给 出 曲面 方程 
| F(x,y,z)=0 (15) 


的 情形 ,然后 把 由 显 式 给 出 的 曲面 方程 < = 
f(x,y) 作 为 它 的 特殊 情形 . 

ЭШЕ ХУ 由 方程 (15) 给 出 , M (axo, yo, zo) 
是 曲面 > 上 的 一 点 ,并 设防 数 F(z,y,z) 的 偏 
导数 在 该 点 连续 且 不 同时 为 零 .在 曲面 上 , 通 
过 点 M 任意 引 一 条 曲线 卫 (El 9 — 8) ,假定 曲线 
Г 的 参数 方程 为 

zz=ot)y=Vtz=ow) (at), 
(16) 


= to 对 应 于 点 M (zo, у», в) B g (t), 9-8 
Сы), (io) 不 全 为 零 , 则 由 (8) 式 可 得 这 上 曲线 的 切线 方程 为 
+ ту = Z= 


YT Yie 0 
o (to) Ф (5) о (t) 
我 们 现在 要 证 明 ,在 曲面 上 通过 点 M 且 在 点 M 处 具有 切线 的 任何 曲线 ， 
它们 在 点 M 处 的 切线 都 在 同一 个 平面 上 .事实 上 ,因为 曲线 卫 完 全 在 曲面 了 
上 ,所 以 有 恒等式 


7.097. 


Е(ф(),ф(),в(т)]к=0, 
LA F(z,y,z) 在 点 (zu,yo,zo) 处 有 连续 偏 导数 , 且 фр (г). 和， w (to) 
存在 ,所 以 这 恒等式 左边 的 复合 函数 在 t= ty 时 有 全 导数 , 且 这 全 导数 等 于 零 


ORORO) Е =0, 


即 有 
Е, (ж, уь, ®)ф (to) + Fro yo za) (ta) + F, (хь, Yu szo)w (ta) =0. (17) 
引入 向 量 
п= (Е, (хо, уо. zo); ECzoyyoyzo)，F (ziy76y2o))， 
则 (17) 式 表示 曲线 (16) 在 点 М 处 的 切 向 量 
T=( lto), p (to0),w (to)) | 
与 向 量 n 垂直 .因为 曲线 (16) 是 曲面 上 通过 点 М 的 任意 一 条 曲线 ,它们 在 点 М 
的 切线 都 与 同一 个 向 量 半 垂直 ,所 以 曲面 上 通过 点 M 的 一 切 曲线 在 点 M 的 切 
线 都 在 同一 个 平面 上 (图 9-8). 人 的 切 平 面 .这 切 平 
面 的 方程 是 J 
Е, (ха, Yos ТЕТЕ ы 
Е. (хо, уо, 20) (2-20) =0. `, Ө 2. (18) 
通过 点 M(zo ,yu， чагу MRAN 文 点 的 法 线 . 
法 线 方程 是 | 
s TT ту y Уу 之 一 之 0， 
| I F.(zo, Yo, zo) F.(zo, Ус, zo) Е. (хо, Уо» zo) & (19 
”垂直 于 其 面 上 切 平面 的 向 量 称 为 曲面 的 法 向 量 . 回 量 
š т= (Е, (хо, Yos ze), F,(zo yes zo), F, (zo, ya zo)) U 
就 是 曲面 3 在 点 M 处 的 一 个 法 向 量 . | 
现在 来 考虑 曲面 方程 
z= (х,у). | (20) 
F(r,y,z)= /(х,у)-, 
见 _ Е,(х,у,е)= f(x,y), Е, (х,у) = f(x,y), 
'F.(z,y,z)= -1. 
ТРЕ, Ч /(х,у) НИЖ (х,у). (х,у) EA (=o, уо) И, ЩЩ 
(20) 在 点 M(zu,yo,zo) 处 的 法 向 量 为 
п=(/, (хо, уь), fy (жо, У0)5— 1), 


2| % 


切 平面 方程 为 
Са Сау) +f, (хо, уо) (у ya) =- (2-23) = 0, 
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或 
区 (21) 
而 法 线 方程 为 
之 To y Уо Z= Zo 
б a = ш 
这 里 顺便 指出 ,方程 (21) 右 端 恰好 是 函数 z = F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 全 微 
分 ,而 左 端 是 切 平面 上 点 的 竖 坐 标的 增 量 .因此 ,函数 > = f(z,y) 在 点 (zo，, yo) 
的 全 微分 ,在 几何 上 表示 曲面 z= F(z,y) 在 点 (zeo,yo,zo) 处 的 切 平面 上 点 的 竖 
坐标 的 增 量 . 
如 果 用 apy 表示 曲面 的 法 向 量 的 方向 角 , 并 假定 法 向 量 的 方向 是 向 上 
的 ,即使 得 它 与 = 轴 的 正 向 所 成 的 角 y 是 一 锐角 , 则 法 向 量 的 方向 余 张 为 
=. | - 
JORE e Irrt 
1 
Erna 
这 里 ,把 у(х», уо), Ў, (хо уо) За fes fy 
6 ЖАИ r +y + 2 =14 在 点 (1,2,3) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 F(z,y,z)=x?2+ y? +z’—14, 
п=(Е,,Е,,Е.)=(2х,2у,2®), 
n |a.2.3 = (2,4,6). 
所 以 在 点 (1,2,3) 处 此 球面 的 切 平面 方程 为 
2(x-1)+4(y-2)+6(z-3)=0, 


cos а = 


cos У = 


Вр | х +2у +32 – 14= 0. 
法 线 方程 为 | 
m= l. y 2 -xz=3 
1 2 | 3 
i * X = 
т 1з 


由 此 可 见 , 法 线 经 过 原点 ( 即 球 心 ). 
例 7 求 旋转 抛物 面 z= а + y -1 在 点 (2,1,4) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 
解 х,у) = х +y l, 
п= (у, fys -1) = (25,2у,-1), 
поа =(4,2,—1). 
所 以 在 点 (2,1,4) 处 的 切 平面 方程 为 
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4(=-2) +2(у-1) –- (=-4) =0. 
即 4Ах+2у--6=0. 
法 线 方程 为 


习 题 9-6 


1. #0) = fi(t)i+ f,(t)j + р (г), g(t)=g((t)i+g,(t)j+ ga(t)k, 
паем, ш еә, 


证 明 “ к» i im [SGX gC] ux v 


2. 下 列 各 题 中 ,r= 7(z) 是 空间 中 的 质点 M 在 时 刻 * 的 位 置 , 求 质点 M 在 时 刻 如 的 速 
度 向 和 量 和 加 速度 向 和 量 以 及 在 任意 时 刻 的 速率 ， 
(1) r=f(z)=(t+1)i+(@ -1)j+2Ik,ta=1; 


(2) r= f(z)= (2cos г)і + (3sin г)ј + 4:6, = 9-3 


(3) r= (2) = (2а (Et) + у + во. 


3. RHR r= f(t)= (2 зіп ғ) (1 соз t)j+ (4sin —)k 在 与 to= 子 相应 的 点 处 的 
切线 及 法 平面 方程 

4. 求 曲线 х= L = КЁ, = 在 对 应 于 = 1 的 点 处 的 切线 及 法 平面 方程 

5. 求 曲线 y =2 ma z E E АВЕО 


ТЕТРИС СЕИР Ра 
2х - Зу + 52 -4=0 

7. 求 出 曲线 z=t,y=t,z= 坟 上 的 点 ,使 在 该 点 的 切线 平行 于 平面 + +2y+ z=4. 

8. KHM e 一 z+ xy=3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 

9. 求 曲面 ах? + Бу? +cz =1 在 点 (zo,yo,zo) 处 的 切 平面 及 法 线 方程 . 

10. 求 椭 球 面 x* +2y + xz*=1 上 平行 于 平面 zx 一 y+2z=0 的 切 平面 方程 ， 

11. 求 旋转 椭 球 面 3z + y +z*=16 上 点 (1, 一 2,3) 处 的 切 平面 与 хОу 面 的 夹 角 的 
RE. 

12. 试 证 曲面 Vz +/ y +Vz=Va (a>0) 上 任何 点 处 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 的 截 距 之 
和 等 于 а. 

13. 设 e(z)、m(:) 是 可 导 的 向 适 值 函数 ,证明 : 


(D або) + о(0)]= w(t) + o; 
(2) Alu) ole)]= u (a) ol) + ul) ve); 
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(3) Гш()хо()]= u (а) хобе) + ult) X v(t). 


第 七 节 方向 导数 与 梯度 


一 、 方 向 导数 


偏 导数 反映 的 是 函数 沿 坐 标 轴 方 向 的 变化 率 . 但 许多 物理 现象 告诉 我 们 ,只 
考虑 函数 沿 坐 标 轴 方 向 的 变化 率 是 不 够 的 .例如 , 热 空气 要 向 冷 的 地 方 流动 , 气 
象 学 中 就 要 确定 大 气温 度 .气压 沿 着 某 些 方向 的 变化 率 . 因 此 我 们 有 必要 来 讨论 
函数 沿 任 一 指定 方向 的 变化 率 问 题 . | 

设 ! 是 zOy 平面 上 以 Pu(zo,yo) 为 始点 的 一 条 射线 ,e, = (cos а,соѕ B) 是 
与 ¿ 同方 向 的 单位 向 量 (图 9- 9). 射 线 ! 的 参数 方程 为 

х= xo t tcos а, y 
(2220). 
Y= у, + ісоѕ $ 

ОА =fr, y) EA Pu(zo,yo) 的 某 个 邻 
域 U(P,) 内 有 定义 ,P(zo+ tcos а, yot гсоѕ В) Ж. е 
/上 另 一 点 , 且 РЄО(Р,). ШЖ ЙИ B Paya) 
fÈ же + {соз a, yo + tcos В) — f(x, , y| ) У P 8) P, 
的 距离 | PP。| = :的 比值 

f(x + tcos а, у, + tcos @)— f(x,yo) 

t 图 9-9 
X PREL 趋 于 Po( 即 :一 0” ) 时 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 F(z,y) 在 点 


1 
Р(х,у) 


P, 沿 方向 /的 方向 最 数 , 记 作 芭 | , 妈 
2i sjm 0272 t 2008 Gs u teos B) M). egi 


(х,у) —@* t 


从 方向 导数 的 定义 可 知 , 方 向 导数 区 


,就 是 函数 (х,у) EA 
P. (x. ‚уо ) 处 沿 方 向 l АЛЕ И. Жр f(z,y)fE PX P, (>; yo) 的 偏 导 数 存 
Ж,е = і = (1,0), ЙІ 


2 f = lim f 26 t t,yo) — f(zo, yo) 


21 = f, (£o уо): 


(л, э) iso t 


又 若 e = 了 = (0,1) , 则 | 
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f(zxzosyo t t)— f(xro, ув) 
Ł 


af 


37 = lim 


+ 
(zo yp ) 1—0 


= f, (zo ,yo0). 


但 反之 , 若 e =, ‚ 


FEME], ,未必 存在 .例如 ,z= Vz ty 


1 


点 O(0,0) 处 沿 ¿= 
关于 方向 导数 的 存在 及 计算 ,我 们 有 以 下 定理 . 
定理 WRA (r y) EA Pu(zo,yo) 可 微分 ,那么 函数 在 该 点 沿 任 一 
方向 ¿ 的 方向 导数 存在 , 且 有 


aJ = f, (хо, ya )cos a + f, (хо, yo )cos 8, (2) 


(ro ,yo0) 


dz = Oz 
21 Е ас 不 存在 . 


(0,0) 


其 中 cos а,соѕ 8 是 方向 ! 的 方向 余弦 . 
证 由 假设 ,f(z,y) 在 点 (zo ,wo) 可 微分 , 故 有 
хо +Ах, yo + Ау)— f(ro,yo) 


= /,(ж „Yo JAT + },(х, ‚в )Ау + o (V (Ах) + (Ду)?). 
但 点 (ze+Az,yo+Ay) 在 以 (zo,yo) 为 始点 的 射线 ! 上 时 ,应 有 Ax = tcos а, 


Ау = ¿cos 8,V(Azr) + (Ду)? = t. 所 以 


f(x + {соз a s Yo + tcos В) — f(x yo) 


lim 
t 


—0* 


= f. (zo s yo )cos a + f, (ж ,yo cos B. 


这 就 证 明 了 方向 导数 存在 , 且 其 值 为 


aa ы os Ez , ya )cos 8. 
例 1 求 函数 == ze 在 点 P(1,0) 处 沿 从 点 P(1,0) 到 点 Q(2, 一 1) 的 方向 
的 方向 导数 . 
解 ” 这 里 方向 / MARPO = (1, - 1) 的 方向 ,与 1 同 向 的 单位 向 量 为 e = 
1 _1 
КОА, 
因为 函数 可 微分 , 且 
| де 2y _ 
az 人 aw 
де 2y Е 
ду ТД Т 
故 所 求 方向 导数 为 


* 102 ， 


1 
УРЕ (x,y,z) Жі, ЕТЕ 8] — лд Pu(zo,yo,zo) 沿 方向 e, = 

(cos a ,cos @,сов 7y) 的 方向 导数 为 

fÈ Xa +tcos а, уо T tcos B,z, + tcos У) — f( zu, o Zo) 


= im —— .. 
t 


был ses 

(3) 

同样 可 以 证 明 :如 果 函 数 F(z,y,z) 在 点 (zo,yo,zo) 可 微分 ,那么 函数 在 该 
点 沿 着 方向 e, = (соз a ‚соз B,cos y) 的 方向 导数 为 


( = Sa (zu > Yo › Zo cos a + f,( zo , yo > Zo )cos B+ 
х0 "0 ' 50 


У. (хо, Yos 20)соѕ У. (4) 
#12 Ж / (х,у, х) = ху+ yz + zz 在 点 (1,1,2) 沿 方向 7 的 方向 导数 ,其 
P ТАТ 10 60° ,45°,60°. | | 
解 与 ! 同 向 的 单位 向 量 


e, = (соз 60° ,cos 45° ;cos 60°) = ERE 
因为 函数 可 微分 , 且 
f.(1,1,2)=(y+ z) т =3, 
f (1,1,2)=(æ+2)| е3, 
/.(1,1,2)=(у+х) =2. 


(1,1,2) 


由 公式 (4) ,得 


二 、 梯度 


与 方向 导数 有 关联 的 一 个 概念 是 函数 的 梯度 .在 二 元 函数 的 情形 , 设 函 数 
f(x,y) 在 平面 区 域 D 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 对 于 每 一 点 Pu(zo,yo)EDD， 
都 可 定 出 一 个 向 量 

AET Yit A ER )ls 
这 向 量 称 为 函数 /(х, y) EA Po(zo,yo) 的 梯度 , 记 作 grad f(x, уо) R 
` 103 ` 


V f(x , уо), Bi 

grad fÒ £o, уо) = У/( хо, Yo) = f, (=> уо) + f,( =o ,yo )j. 
нту г.у 称 为 (二 维 的 ) 向 是 微分 算 子 或 Nabla ЖОР, Уу = 24 + 
af., | [ 
Jy? 

如 果 函 数 F(z,y) 在 点 Po(zo ,yo) 可 微分 ,e, = (соз а,соѕ B) 是 与 方向 !/ 同 
向 的 单位 向 量 , 则 

| 57 = f, (хо, yo )cos а + f, (хо, уо)соѕ B 

(ro0'y0) 
| = агай F(zo,yo) el= |grad / (хь, уо) |соз @, 
个 
其 中 9= (grad /(х,,уо),е,). 

这 一 关系 式 表 明了 函数 在 一 点 的 梯度 与 函数 在 这 点 的 方向 导数 间 的 关系 . 
特别 ,由 这 关系 可 知 : 

(1) 当 96=0, 即 方向 e, 与 梯度 grad f(x, ,yo) 的 方向 相同 时 ,函数 F(z,y) 
增加 最 快 .此 时 ,函数 在 这 个 方向 的 方向 导数 达到 最 大 值 ,这 个 最 大 值 就 是 梯度 
grad f(zo ,yo ) 的 模 , 即 

2 f = 
ЕП NR = | grad f(x ,yo)| 
这 个 结果 也 表示 :函数 F(z,y) 在 一 点 的 梯度 grad f 是 这 样 一 个 向 量 , 它 的 方向 
是 函数 在 这 点 的 方向 导数 取得 最 大 值 的 方向 , 它 的 模 就 等 于 方向 导数 的 最 大 值 . 

(2) 当 = лп, 175] е, 与 梯度 grad f(zo ,yo) 的 方向 相反 时 ,函数 fC, у) 
减少 最 快 , 阻 数 在 这 个 方向 的 方向 导数 达到 最 小 值 , 即 


а 


21 = 一 |grad F(zo,yo)|. 


(zo 70) 


(3) 38 0= 7, ІУ e, 与 梯度 grad (zu ,yo ) 的 方向 正 交 时 ,函数 的 变化 


率 为 零 , 即 
2 f 
LETEN 
我 们 知道 ,一般 说 来 二 元 函数 z = f(z,y) 在 几何 上 表示 一 个 曲面 ,这 曲面 
被 平面 x=c (c 是 常数 ) 所 截 得 的 曲线 L 的 方程 为 
z= f(x,y), 
一 
这 条 曲线 工 在 zOy 面 上 的 投影 是 一 条 平面 曲线 工 ”( 图 9- 10), ЕТЕ хОу 平面 
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= |grad F(zu,yo)|cos 0 =0. 
) 


直角 坐标 系 中 的 方程 为 
Р(х,у) = с. 


Ха" 上 的 一 切 点 ,已 给 函数 的 函数 值 都 是 “, 所 以 我 们 称 平面 曲线 L` 
为 函数 zx=(z,y) 的 等 值 线 . 

E 广 , 户 不 同时 为 零 , 则 等 值 线 FLz,y)= ec 上任 一 点 Pu(zo,yo) 处 的 一 个 
单位 法 向 量 为 ! 


= —————————=T = 09 ЭУ» >( Qs o)) 
š V fi(xo,y0) + fs(xo, yo) кө ик 


一 V f(x ‚ Уо) 
[V f(x, ‚Уо Л] 


这 表明 函数 F(z,y) 在 一 点 (zo,yo) 
的 梯度 VF(zo ,yo) 的 方向 就 是 等 值 线 7 
Р(х,у) = сх Ња У Ап, 
梯度 的 模 |YF(zo,yo)| 就 是 沿 这 个 法 


线 方向 的 方向 导数 辽 ,于 是 有 


Ухо уо) = 5а. ЫыДхуў=о; (>e) 
上 面 讨论 的 梯度 概念 可 以 类 似 “ 
地 推广 到 三 元 函数 的 情形 . 设 函 数 Өг 


f(z,y,z) 在 空间 区 域 G 内 具有 一 
阶 连续 偏 导数 , 则 对 于 每 一 点 Pu(zo,yo,zo)EG ,都 可 定 出 一 个 向 量 
У. (хо, Уо 20) + 5, (со yo Lo) + 5, Сео, Уо, 20) К, 
这 向 量 称 为 函数 f(z,y,z) 在 点 Po(zo，,yo,zo) 的 梯度 ,将 它 记 作 grad f(x, 
yo,zo) 或 VF(zo， Yo» 20), B 
grad /(хо, Yo» zo) 
=Vf( жє, o 20) 
и ио 


其 中 v= јн 称 为 (三 维 的 ) 向 最 微 公 算 于 或 Nabla 算 子 ,Vf= 5 
+91) + fk 


经 过 与 二 元 函数 的 情形 完全 类 似 的 讨论 可 知 ,三 元 函数 F(z,y,z) 在 一 点 
的 梯度 Vf 是 这 样 一 个 向 量 , 它 的 方向 是 函数 F(z,y,z) 在 这 点 的 方向 导数 取得 
最 大 值 的 方向 , 它 的 模 就 等 于 方向 导数 的 最 大 值 . 
如 果 我 们 引进 曲面 
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f(z,y,z) = с 
为 函数 /(z,y,z) 的 等 什 面 的 概念 , 则 可 得 函数 Cr, y х) (лу, y, z) 
的 梯度 Vf( ж, yo, zo) 的 方向 就 是 等 值 面 f(z,y,z)=c 在 这 点 的 法 线 方向 n， 


而 梯度 的 模 |Vf( zo , yo zo) | 就 是 函数 沿 这 个 法 线 方向 的 方向 导数 于 


х ty 


解 这 里 ET = ; 
rt ty 
R af = 一 2х {ш 一 2у 
an 9х7 ty yT 
1. Z g uz 22 a 2y ; 
所 以 grad жї +y: (= Fy L (Z+ у)?7` 


例 4 fley) = la? + у),Р,(1,1),Ж 


(1) F(z,y) 在 P, 处 增加 最 快 的 方向 以 及 /(xz,y) 沿 这 个 方向 的 方向 导 

数 ; 
(2) (х,у) Pi 处 减少 最 快 的 方向 以 及 f(xz,y) 沿 这 个 方向 的 方向 导 

Ж; 

解 (1) f(xz,y) 在 P, 处 沿 Vf(1,1) 的 方向 增加 最 快 ， 

Vf(1,1)= (zxit уј) іар itj, 
故 所 求 方向 可 取 为 
_ %У/(1,1) ПЖ црт 


"TIF DT ДЗ, Д3?” 
方向 导数 为 
S$ | =1Ў/(1,1)1 =/2. 
(2) f(z,y) 在 P, 处 沿 一 Vf(1,1) 的 方向 减少 最 快 ,这 方 同 可 取 为 
=". = О РЕК 
пу = п 5" zi 
方向 导数 为 
гі -|V/(,1)| = -V2. 


сш T 
(3) f(x,y) E P, 处 沿 垂 直 于 YAF(1,1) 的 方向 变化 率 为 零 ,这 方向 是 


1 1 
n = -——i+—j 或 п, = 
ЕЕ; i 


Teati 
/2 М2 
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#15 flr, ysz)= х - zry 一 z,Po(1,1,0). 问 f(xz,y,z) 在 P, 处 沿 什 


么 方向 变化 最 快 ,在 这 个 方向 的 变化 率 是 多 少 ? 
解 Vf= fi+f,j+fk=(3z'- y )i-2xryj-k, 
Vf(1,1,0)=2i-2j-k. 


f(x,y,z) E Р, ЖЇДУ/(1,1,0)й077 P] 58 Е, A- Vf(1,1,0)B9 Jy ni 


减少 最 快 ,在 这 两 个 方向 的 变化 率 分 别 是 


|vf(1,1,0)|=vV2 +(-2)+1=3, 


-|vf(1,1,0)|= -3. 


例 6 RAE r + y +xz=9 在 点 Pu(1,2,4) 的 切 平面 和 法 线 方 程 . 
R 设 /(z,y,z)=zx +y +z. 由 梯度 与 等 值 面 的 关系 可 知 ,梯度 


ЛАТА = (2хі+2уј + К) |4 =2і+4ј + k 


的 方向 是 等 值 面 /(z;y,z)=9 在 点 Pu 的 法 线 方向 ,因此 切 平 面 方程 是 


2(х-1)+4(у-2)+(«-4)=0, 
Вр 22 +4у+ == 14, 
曲面 在 P, 处 的 法 线 方程 是 


x=1+2ż,y=2+4t,z=4+t. | 


下 面 我 们 简单 地 介绍 数量 场 与 向 量 场 的 概念 . 


如 果 对 于 空间 区 域 G 内 的 任 一 点 M ,都 有 一 个 确定 的 数量 f(M), 则 称 在 
这 空间 区 域 G 内 确定 了 一 个 数量 场 (例如 温度 场 、 密 度 场 等 ). 一 个 数量 场 可 用 
一 个 数量 函数 f( MM ) 来 确定 .如 果 与 点 M 相对 应 的 是 一 个 向 量 F(M), 则 称 在 
这 空间 区 域 G 内 确定 了 一 个 向 量 场 (例如 力 场 、 速 度 场 等 ). 一 个 向 量 场 可 用 一 


个 向 量 值 函数 下 (M) 来 确定 ,而 


F(M)= P(M)i+ Q(M)ij+R(M)k, 


其 中 P(M),Q(M),R(M) 是 点 M 的 数量 函数 . 


若 向 量 场 F(M ) 是 某 个 数量 函数 /( M) 的 梯度 , 则 称 /(M) 是 向 量 场 
F(M) 的 一 个 势 函 数 ,并 称 向 量 场 F(M) 为 势 场 .由 此 可 知 ,由 数量 函数 /(М) 
产生 的 梯度 场 grad F( M) 是 一 个 势 场 .但 需 注意 ,任意 一 个 向 量 场 并 不 一 定 都 是 


势 场 ,因为 它 不 一 定 是 某 个 数量 函数 的 梯度 . 


例 7 试 求 数量 场 二 所 产生 的 梯度 场 , 其 中 常数 m >0,r = ух + y° + а? 


为 原点 O 与 点 M(z,y,z) 间 的 距离 . 


r г? r 
= д{т\__ту д{т\_ _ mz 
ma ааа 
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从 而 
grad 7®= -Z ( Zi Zy + Zk). 
如 果 用 е, 表示 与 GOM 同 方向 的 单位 向 量 , 则 


x. š z 
e = i+ j+ Zk, 
r r r 


因此 
772 m 
grad —= - —уе,. 
r r 


上 式 右 端 在 力学 上 可 解释 为 ,位 于 原点 O 而 质量 为 m 的 质点 对 位 于 点 M 
而 质量 为 1 的 质点 的 引力 .这 引力 的 大 小 与 两 质点 的 质量 的 乘积 成 正比 ,而 与 它 


们 的 距离 平方 成 反比 ,这 引力 的 方向 由 点 M 指向 原点 .因此 数量 场 一 的 势 场 即 
梯度 场 grad 二 称 为 引力 场 ,而 函数 一 称 为 引力 势 . 


习 题 9-7 


1. 求 函数 z= zx? + y? 在 点 (1,2) 处 沿 从 点 (1,2) 到 点 (2,2+V3) 的 方向 的 方向 导数 . 
2. 求 函数 z=ln(zx + y) 在 抛物 线 у =4х 上 点 (1,2) 处 , 沿 着 这 抛物 线 在 该 点 处 偏向 x 
轴 正 向 的 切线 方向 的 方向 导数 . 
b 2 2 


а У a b :2 А 
з. ЖШ 251- (Zrt EA (a йаг, +07. = 1 在 这 点 的 内 法 线 方向 
的 方向 导数 . 

4. ЖЕ u= ху + 2° zyz 在 点 (1,1,2) 处 沿 方 向 角 为 а= + B= 二,Y= 本 的 方向 


的 方向 导数 . 

5. 求 函数 u= ryz 在 点 (5,1,2) 处 沿 从 点 (5,1,2) 到 点 (9,4,14) 的 方向 的 方向 导数 ， 

6. RER u= r ty +z? ERR rt, yst, z= EAC,1,1)4t , H hR ERA 
切线 正方 向 (对 应 于 t 增 大 的 方向 ) 的 方向 导数 . | 

7. ЖЕЖ “=z+y+z 在 球面 六 + 和 +z=1 上 点 (zo,yoyzo) 处 , 沿 球面 在 该 点 的 外 
法 线 方向 的 方向 导数 ， 

8. 设 f(xz,y,z)=z +2у +322 + zy+3z-2y-— 62,0 

grad /(0,0,0)Ж grad /(1,1,1). 

9. RAR u(x ,y,z),v(x,y,z) 的 各 个 偏 导数 都 存在 且 连 续 ,证明 ，; 

(1) V(cu)= c Vu (Ж с 为 常数 ); 

(2) V(utv)=VutVv; 

(3) V(uu)= u Vu + u Vv; 
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о Vu и Ҹо 
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(4) v(=)= - 
10. 求 函数 ú= zy z 在 点 P,(1, - 1,2) 处 变化 最 快 的 方向 ,并 求 沿 这 个 方向 的 方向 导 


Ж. 


第 八 节 ”多 元 函数 的 极 值 及 其 求法 


一 、 多 元 函数 的 极 值 及 最 大 值 .最 小 值 


在 实际 问题 中 ,往往 会 遇 到 多 元 函数 的 最 大 值 ` 最 小 值 问题 . 与 一 元 函数 相 
类 似 , 多 元 函数 的 最 大 值 . 最 小 值 与 极 大 值 . 极 小 值 有 密切 联系 ,因此 我 们 以 二 元 
函数 为 例 , 先 来 讨论 多 元 函数 的 极 值 问题 . 
定义 ” 设 范 数 z= f(z,y) 的 定义 域 为 D,Po(zo,yo) 为 了 的 内 点 . 若 存在 
Р, 的 某 个 邻 域 О(Р„)С D ,使 得 对 于 该 邻 域内 异 于 P, 的 任何 点 (z,y) ,都 有 
(х,у) < fro, yo), | 
ДЕД (Е, y) ЖА (х, y) ARA /(х, уо), Ж (хо, yo) 称 为 函数 
f(z,y) 的 极 大 值 点 ;车 对 于 该 邻 域 内 异 于 P, 的 任何 点 (z,y) ,都 有 
f(x,y)> f(ro,y0), 
MRAR (с, y) А (хо, yo) ARII f.to, yo), (хо, yo) RA A K 
F(z,y) 的 极 小 值 点 . 极 大 值 ` 极 小 值 统称 为 极 值 .使 得 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 
值 点 . 
例 1 函数 z=3z' +4y 在 点 (0,0) 处 有 极 小 值 .因为 对 于 点 (0,0) 的 任 一 
邻 域内 异 于 (0,0) 的 点 ,函数 值 都 为 正 ,而 在 点 (0,0) 处 的 函数 值 为 零 . 从 几何 上 
看 这 是 显然 的 ,因为 点 (0,0,0) 是 开口 朝 上 的 椭圆 抛 物 面 x=3z +4y 的 顶点 . 


例 2 函数 z= -Vz +y 在 点 (0,0) 处 有 极 大 值 . 因为 在 点 (0,0) 处 函数 
EAF, ,而 对 于 点 (0,0) 的 任 一 邻 域内 异 于 (0,0) 的 点 ,函数 值 都 为 负 . 点 (0,0,0) 


是 位 于 хОу 平面 下 方 的 锥 面 z= -Vx ty BAA. 

例 3 函数 z= zy 在 点 (0,0) 处 既 不 取得 极 大 值 也 不 取得 极 小 值 .因为 在 点 
(0,0) 处 的 函数 值 为 零 ,而 在 点 (0,0) 的 任 一 邻 域内 ,总 有 使 函数 值 为 正 的 点 ,也 
有 使 函数 值 为 负 的 点 . 

以 上 关于 二 元 函数 的 极 值 概 念 ,可 推广 到 n 元 函数 . 设 n 元 函数 = f(P) 
的 定义 域 为 D,P, 为 DD 的 内 点 .车 存在 P, 的 某 个 邻 域 U(P,)CD, 使 得 该 邻 
域内 异 于 P, 的 任何 点 P, 都 有 | 
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f(P)< f(P,) (或 f(P)>7(P,))， 

则 称 函 数 f(P) 在 点 P。 有 极 大 值 (或 极 小 值 )A(P。). 

二 元 函数 的 极 值 问 题 ,一 般 可 以 利用 偏 导数 来 解决 .下 面 两 个 定理 就 是 关于 
这 问题 的 结论 . 

定理 1( 必 要 条 件 ) RAA z= F(z,y) 在 点 (ze,yo) 具 有 偏 导 数 , 且 在 点 
(zo,y) 处 有 极 值 , 则 有 

fel £o» Yo) =0, f, £o Yo) =0. 

证 不 妨 设 z= f(z,y) 在 点 (zxo,yo) 处 有 极 大 值 . 依 极 大 值 的 定义 ,在 点 

(хо, уо) ЖФА Р(х, yo) 的 点 (zx,y) 都 适合 不 等 式 
f(z,y)< fxo, yo). 
特殊 地 ,在 该 邻 域内 取 y= y, 而 += x, 的 点 ,也 应 适合 不 等 式 
Р(х,у) < f(x, yo )- 
这 表明 一 元 函数 (х,у) z = z 处 取得 极 大 值 , 因 而 必 有 
Р, (х,у) =0. 
类 似 地 可 证 
万 (zo,yo)=0. 

从 几何 上 看 ,这 时 如 果 曲 面 z= F(z,y) 在 点 (zu,yo,zo) 处 有 切 平面 , 则 切 

平面 
#— Zo = ў, (х,у) (= хо) + f,(zo,yo)(y — yo) 

成 为 平行 于 хОу 坐标 面 的 平面 z — z, = 0. 

类 似 地 可 推 得 ,如 果 三 元 函数 u= F(z,y,z) 在 点 (zu,y,zo) 具 有 偏 导数 ， 
则 它 在 点 (zu,yo,zo) 具 有 极 值 的 必要 条 件 为 

广 (zo,yoyzo)=0, 户 (zo,yoyzo)=0, 广 (zo,y0,zo)=0. 

仿照 一 元 函数 ,凡是 能 使 f.(z,y)=0,f,(z,y)=0 同时 成 立 的 点 (zo,yo) 
称 为 函数 z= A(z,y) 的 驻 点 .从 定理 1 可 知 , 具 有 偏 导数 的 函数 的 极 值 点 必定 
是 驻 点 .但 函数 的 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 ,例如 ,点 (0,0) 是 函数 z= zy 的 驻 点 ,但 
函数 在 该 点 并 无 极 值 . 

怎样 判定 一 个 驻 点 是 否 是 极 值 点 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 2( 充 分 条 件 ) LAR z= F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域内 连续 且 有 
一 阶 及 二 阶 连续 偏 导数 ,又 (х,у) =0, 5, (х,у) =0,% 

fal Eos yo) = А,Ј.,(хо,у) = В, Р, (х,у) = С, 

则 AF(z,y) 在 (ze,yo) 处 是 否 取得 极 值 的 条 件 如 下 : 

(1) AC- BP >0 时 具有 极 值 , 且 当 A <0 时 有 极 大 值 , 当 A>0 时 有 极 小 
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值 ; 
(2) AC- B'<0 时 没有 极 值 ; 
(3) AC- B° =0 时 可 能 有 极 值 , 也 可 能 没有 极 值 ,还 需 另 作 讨论 . 
这 个 定理 现在 不 证 D0. 利用 定理 1、2 ,我们 把 具有 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 
z= 三 f(z,y) 的 极 值 的 求法 叙述 如 下 : | | 

第 一 步 ” 解 方程 组 

ғ. (х,у) =0, Р(х,у) =0, 

求 得 一 切实 数 解 , 即 可 求 得 一 切 驻 点 . 

第 二 步 ” 对 于 每 一 个 驻 点 (zo,yo), 求 出 二 阶 偏 导数 的 值 A、B 和 C. 

第 三 步 ” 定 出 AC - B? 的 符号 , 按 定理 2 的 结论 判定 S r, y) ETER 
值 . 是 极 大 值 还 是 极 小 值 . 

例 4 Жи (х,у) = r- y +3x2+3y -9r 的 极 值 . 

解 ” 先 解 方程 组 

f.(z=,y)=3= +6z-9=0， 
к. -3y +6y=0, 

求 得 驻 点 为 (1,0)、(1,2)、( 一 3,0)、( 一 3,2). 

再 求 出 二 阶 偏 导数 

/ы(х,у)=бх +6, Р(х,у) =0, fa (х,у) = -6y+6. 

在 点 (1,0) 处 ,AC - В? =12.6>0, 又 A>0, 所 以 函数 在 (1,0) 处 有 极 小 值 
/(1,0)= —5; | 

{Еяҗд(1,2)5,АС-В*=12.(—6)<0,ТЬ f(1,2) 不 是 极 值 ; 

在 点 (一 3,0) 处 ,AC -B= 一 12.6<0, 所 以 F(-3,0) 不 是 极 值 ; 

在 点 (-3,2) 处 ,4AC-B= -12:(-6)>0, 又 A<0, 所 以 函数 在 (一 3,2) 
处 有 极 大 值 f( -3,2)=31. 

讨论 函数 的 极 值 问题 时 ,如 果 函 数 在 所 讨论 的 区 域内 具有 偏 导数 , 则 由 定理 
1 可 知 , 极 值 只 可 能 在 驻 点 处 取得 .然而 ,如 果 函 数 在 个 别 点 处 的 偏 导 数 不 存 在 ， 


这 些 点 当然 不 是 驻 点 ,但 也 可 能 是 极 值 点 .例如 在 例 2 中 ,函数 zx=-Vz +y 
在 点 (0,0) 处 的 偏 导数 不 存在 ,但 该 函数 在 点 (0,0) 处 却 具 有 极 大 值 .因此 ,在 考 
虑 函数 的 极 值 问 题 时 ,除了 考虑 函数 的 驻 点 外 ,如 果 有 偏 导数 不 存在 的 点 ,那么 
对 这 些 点 也 应 当 考 虑 . 

与 一 元 沙 数 相 类 似 ,我 们 可 以 利用 函数 的 极 值 来 求 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
在 第 一 节 中 已 经 指出 ,如果 f(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 /(х,у)Е D L 


Ф 证 明 见 第 九 节 第 二 目 . 
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必定 能 取得 最 大 值 和 最 小 值 .这 种 使 函数 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 既 可 能 在 D 
的 内 部 ,也 可 能 在 D 的 边界 上 .我 们 假定 ,函数 在 р 上 连续 ,在 D 内 可 微分 且 只 
有 有 限 个 驻 点 ,这 时 如 果 函 数 在 D 的 内 部 取得 最 大 值 ( 最 小 值 ), 则 这 个 最 大 值 
(最 小 值 ) 也 是 函数 的 极 大 值 ( 极 小 值 ). 因 此 ,在 上 述 假定 下 , 求 函 数 的 最 大 值 和 
最 小 值 的 一 般 方法 是 :将 函数 f(x,y) 在 D 内 的 所 有 驻 点 处 的 函数 值 及 在 D 的 
边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 相 互 比 较 , 其 中 最 大 的 就 是 最 大 值 ,最 小 的 就 是 最 小 
值 .但 这 种 做 法 ,由 于 要 求 出 /(z,y) 在 DD 的 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,所 以 往 
往 相 当 复杂 .在 通常 遇 到 的 实际 问题 中 ,如 果 根 据 问题 的 性 质 ,知道 函数 F(z,y) 
的 最 大 值 (最 小 值 ) 一 定 在 的 内 部 取得 ,而 函数 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 ,那么 可 
以 肯定 该 驻 点 处 的 函数 值 就 是 函数 f(z,y) 在 D 上 的 最 大 值 ( 最 小 值 ). 

Hs 某 厂 要 用 铁 板 做 成 一 个 体积 为 2 m 的 有 盖 长 方 体 水 箱 . 问 当 长 、 宽 、 
高 各 取 怎样 的 尺寸 时 ,才能 使 用 料 最 省 . ! 


解 ” 设 水 箱 的 长 为 z m, 宽 为 y m, 则 其 高 应 32 m. 此 水 箱 所 用 材料 的 面 


积 
2 2 
A= 2( + — + Z), 
TYT y’ ту х" ху 
_ 2 2 
即 A=2[zy+ +) (z>0,y>0). 
T y 


可 见 材料 面积 А = А(х,у) z 和 y BJ UPS 2k „5% Н, F Is R fE iX 
函数 取得 最 小 值 的 点 (xz,y). 


令 А, =2(5-2)=0, 
A,=2(2- 4) =0. 

解 这 方程 组 ,得 
r=/2, у=2. 


根据 题 意 可 知 ,水箱 所 用 材料 面积 的 最 小 值 一 定 存在 ,并 在 开 区 域 D = 
lz,y)1z>o0,y>0l 内 取得 .又 函数 在 D 内 只 有 唯一 的 驻 点 (y2, Y2) ,因此 可 
断定 当 у={2{,А 取得 最 小 值 .就 是 说 , 当 水 箱 的 长 为 Y2 m、 宽 为 YZ m. 


к ,在 体积 一 定 的 长 方 体 中 ,以 立方 体 的 表面 积 为 最 小 . 
16 ”有 一 宽 为 24 cm 的 长 方形 铁 板 ,把 它 两 边 折 起 来 做 成 一 断面 为 等 腰 
梯形 的 水 槽 . 问 怎样 折 法 才能 使 断面 的 面积 最 大 ? 
解 ” 设 折 起 来 的 边 长 为 x cm, 倾 角 为 a (图 9- 11) ,那么 梯形 断面 的 下 底 
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长 为 24-27z, 上 底 长 为 24-2z+2zcos а, хѕіп a, 所 以 断面 面积 
= 方 (24 -2z +2100 АЭ уада 
Вр А = 24х%іп а — 2z=2sin а + х?ѕіп а cos а 


(0< 2<12,0<a<3 ). 


可 见 断 面 面 积 A = A(z,a), 这 就 是 目标 函数 ,下 面 求 使 这 函数 取得 最 大 值 的 点 
(х,а). 
& 
А, =24sin a — 4zsin а + 2zsin acos a = 0, 
| = 24хсоз a — 2z2 cos a + х? (соз? a — зіп е) = 0. 
H T sin a 关 0、zx 关 0, 上 述 方程 组 可 化 为 
12-2x+ х cos a=0, 
РЕ а – 22 cos а + х(соѕ а — sin a)=0. 


解 这 方程 组 ,得 


а= + = 60° , z = 8 cm. | 

根据 题 意 可 知 断 面 面 积 的 最 大 值 一 定 存 在 ,并 且 在 D=1(z,a)10<z 
12,0<a 委 本 | 内 取得 .通过 计算 得 知 a = 亏 时 的 函数 值 比 a= 60",z= 8 cm 时 
的 函数 值 小 .又 函数 在 D 内 只 有 一 个 驻 点 ,因此 可 以 断定 , 当 z=8 cm,a =60° 
时 ,就 能 使 断面 的 面积 最 大 . 


Z., FRÉ 拉 格 朗 日 乘 数 法 
上 面 所 讨论 的 极 值 问题 ,对 于 函数 的 自 变 重 , 除 了 限制 在 函数 的 定义 域内 以 


外 ,并 无 其 他 条 件 ,所 以 有 时 候 称 为 无 条 件 极 值 . 但 在 实际 问题 中 ,有 时 会 遇 到 对 
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函数 的 自 变量 还 有 附加 条 件 的 极 值 问题 .例如 , 求 表面 积 为 а 而 体积 为 最 大 的 
长 方 体 的 体积 问题 . 设 长 方 体 的 三 棱 的 长 为 zx,y,z, 则 体积 V = zyz. 又 因 假定 
表面 积 为 a? ,所 以 自 变量 х,у, 还 必须 满足 附加 条 件 2(zy+ yz + zz) = a° . Ë 
这 种 对 自 变 量 有 附加 条 件 的 极 值 称 为 条 件 极 值 . 对 于 有 些 实际 问题 ,可 以 把 条 件 
极 值 化 为 无 条 件 极 值 ,然后 利用 第 一 目 中 的 方法 加 以 解决 .例如 上 述 问题 ,可 由 
条 件 2(xy+ yz + zz)=a’ ,将 z Ж х,у 的 函数 
a 
再 把 它 代 人 V= zyz 中 ,于 是 问题 就 化 为 求 


A A 
2\ zty 


的 无 条 件 极 值 . 例 5 也 是 属于 把 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 的 例子 . 
但 在 很 多 情形 下 ,将 条 件 极 值 化 为 无 条 件 极 值 并 不 这 样 简 单 . 男 有 一 种 直接 
寻求 条 件 极 值 的 方法 ,可 以 不 必 先 把 问题 化 到 无 条 件 极 值 的 问题 ,这 就 是 下 面 要 


介绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 
现在 先 来 寻求 函数 
z= /(х,у) (1) 
在 条 件 
фФ(х,у)=0 (2) 
下 取得 极 值 的 必要 条 件 . 
如 果 函 数 (1) 在 (zu,yo) 取 得 所 求 的 极 值 ,那么 首先 有 
Фф(ха, уо) =0. (3) 


我 们 假定 在 (zu,yo) 的 某 一 邻 域内 f(z,y)5 pg(z,y) 均 有 连续 的 一 阶 人 篇 导数 ， 
而 g, (zxo ,yo) 关 0. 由 隐 函 数 存在 定理 可 知 ,方程 (2) 确 定 一 个 连续 且 具 有 连续 导 
数 的 函数 y= y(z), 将 其 代 人 (1) 式 ,结果 得 到 一 个 变量 x йу 

z= f/f[zx,y(zx)]. (4) 
于 是 函数 (1) 在 (zo, yo) 取得 所 求 的 极 值 ,也 就 是 相当 于 函数 (4) 在 z = ze 取得 
极 值 .由 一 元 可 导 函 数 取 得 极 值 的 必要 条 件 知 道 


са о = жез) + б, з) > таш (5) 
їн (2) HA ЕК Ж S A st Ж 
dy = Ф. (х0 ‚ Уо) 
dz кла Py, (Zo, ув) ' 


把 上 式 代 人 (5) 式 ,得 


/.(ж›») flr) =0. (в) 
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(3)、(6) 两 式 就 是 函数 (1) 在 条 件 (2) 下 在 (zo,yo) 取 得 极 值 的 必要 条 件 . 
MAI = ,上述 必 要 条 件 就 变 为 
У. (хоу) АФ, (хоу) =0, 
Р, (хо syo) + Аф, (х0, уо) =0, (7) 
p(z yo) =0. 
车 引进 辅助 函数 
L(z,y)= /(х,у)+ Аф(х,у), 
则 不 难看 出 ,(7) 中 前 两 式 就 是 
Le(zo,yo)=0， 二 人 
函数 L(z,y) 称 为 拉 格 朗 日 函数 ,参数 4 УМНА. 
由 以 上 讨论 ,我 们 得 到 以 下 结论 . 
拉 格 朗 月 乘 数 法 ”要 找 函数 zx>=J(z,y) 在 附加 条 件 p(z,y)=0 下 的 可 能 
极 值 点 ,可 以 先 作 拉 格 朗 日 函数 
1(х,у) = ](х,у) +Ар(х,у), 
其 中 4 为 参数 . 求 其 对 xz 与 y 的 一 阶 偏 导 数 ,并 使 之 为 零 ,然后 与 方程 (2) 联 立 
起 来 : 
Р. (х,у) +Аф, (х,у) =0, 
Р(х,у) + А, (х,у) =0, (8) 
Ф(х,у)=0. 
由 这 方程 组 解 出 х,у КА, В (с, у) ЖЕ F(z,y) 在 附加 条 件 
2p(z,y)=0 下 的 可 能 极 值 点 . | 
这 方法 还 可 以 推广 到 自 变量 多 于 两 个 而 条 件 多 于 一 个 的 情形 .例如 ,要 求 函 
数 
u= f(x,y,z,t) 
在 附加 条 件 
ф(х,у,2,1)=0, ylx,y,z,t)=0 (9) 
下 的 极 值 ,可 以 先 作 拉 格 朗 日 函数 
1,(х,у,®,ї)= f(z=,y,z,t)+àÀ@(rZ,y,z,t)+=uó(z,y,z,t), 
Et А, 均 为 参数 , 求 其 一 阶 偏 导数 ,并 使 之 为 零 , 然 后 与 (9) 中 的 两 个 方程 联 
立 起 来 求解 ,这 样 得 出 的 (z,y,z,) 就 是 函数 f(z,y,z,t) 在 附加 条 件 (9) 下 的 
可 能 极 值 点 . 
至 于 如 何 确定 所 求 得 的 点 是 否 极 值 点 ,在 实际 问题 中 往往 可 根据 问题 本 身 
的 性 质 来 判定 . 
9 


17 求 表 面积 为 a 而 体积 为 最 大 的 长 方 体 的 体积 . 
解 ” 设 长 方 体 的 三 楼 长 为 zx,y,z, 则 问题 就 是 在 条 件 
ф(х,у,)=2ху+2уе+2хле-а =0 (10) 
下 , 求 函 数 
V = ту (=>0,y>0,z>0) 
的 最 大 值 . 作 拉 格 朗 日 函数 
L(z,y,2)= zyz +A(2ry+2yz +2xz -a’), 
求 其 对 х,у, 的 偏 导数 ,并 使 之 为 零 ,得 到 
ут +2А(у+ х) =0, 
xz+2à(x+z)=0, (11) 
ху+2А4(у+ х) =0. 


ЕСО 
A х,у, 都 不 等 于 零 ,所 以 由 (11) 可 得 
ш ж+ж у_х+у 
y ytz z “x< 
由 以 上 两 式 解 得 
r= y=z 


将 此 代入 (10) 式 , 便 得 

к= у=е=Ўба, 
这 是 唯一 可 能 的 极 值 点 .因为 由 间 题 本 身 可 知 最 大 值 一 定 存在 ,所 以 最 大 值 就 在 
这 个 可 能 的 极 值 点 处 取得 .也 就 是 说 ,表面 积 为 a? 的 长 方 体 中 ,以 楼 长 为 Ya 


的 正方 体 的 体积 为 最 大 ,最 大 体积 了 =%6a>. 


例 8 求 函数 u= туг кй. 
1 1 1_1 


一 + 一 + 一 = 一 (zx>0,y>0,z>0,a>0) (12) 
х y Zz а 
下 的 极 值 . 
解 ” 作 拉 格 朗 日 函数 
L(z,y,z)= аА). 
1, = yz- 20, 
Ea | 
L, = zz=——#=0, (13) 
y 
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L.= зу-5=0. 


注意 到 以 上 三 个 方程 左 端的 第 一 项 都 是 三 个 变量 х,у, 中 某 两 个 变量 的 乘积 ， 
将 各 方程 两 端 同 乘 以 相应 缺少 的 那个 变量 ,使 各 方程 左 端的 第 一 项 都 成 为 туе, 
然后 将 所 得 的 三 个 方程 左右 两 端 相 加 ,得 


3zye А+ +) 0, 
r y zZ 


把 (12) 代 入 上 式 , 得 
_ А 
ут 一 Эл 


再 把 这 个 结果 分 别 代 人 (13) 中 各 式 , 便 得 z=y=z=3a. 由 此 得 到 点 (3a ,3a ， 
За) u = хух 在 条 件 (12) 下 唯一 可 能 的 极 值 点 .把 条 件 (12) 确 定 的 隐 上 函数 
记 作 z= z(x,y), 将 目标 函数 看 做 u = zyz(z,y)= 下 (rz,y), 再 应 用 二 元 函数 
极 值 的 充分 条 件 判 断 ,可 知 点 (3a ,3a ,3a ) 是 函数 u = zyz 在 条 件 (12) 下 的 极 小 
值 点 .因此 ,目标 函数 ú = zyz 在 条 件 (12) 下 在 点 (3a,3a,3a) 处 取得 极 小 值 
27a. 

下 面 的 问题 涉及 经 济 学 中 的 一 个 最 优 价格 的 模型 . 

在 生产 和 销售 商品 过 程 中 ,商品 销售 量 、 生 产 成 本 与 销售 价格 是 相互 影响 
的 .厂家 要 选择 合理 的 销售 价格 ,才能 获得 最 大 利润 .这 个 价格 称 为 最 优 价格 .下 
面 的 例题 就 是 讨论 怎样 确定 电视 机 的 最 优 价 格 . 

о 设 某 电视 机 厂 生产 一 台电 视 机 的 成 本 为 c ,每 台电 视 机 的 销售 价格 为 
,销售 量 为 x .假设 该 厂 的 生产 处 于 平衡 状态 , 即 电视 机 的 生产 量 等 于 销售 量 . 
根据 市 场 预测 ,销售 和 量 x 与 销售 价格 p 之 间 有 下 面 的 关系 : 

х= Ме _ (M>0,a>0), (14) 
其 中 M 为 市 场 最 大 需求 量 ,a 是 价格 系数 .同时 ,生产 部 门 根 据 对 生产 环节 的 分 
析 ,对 每 台电 视 机 的 生产 成 本 c 有 如 下 测算 : 

c= c – 1а х (220,521), (15) 
其 中 с, 是 只 生产 一 台电 视 机 时 的 成 本 ,k 是 规模 系数 . 

根据 上 述 条 件 ,应 如 何 确定 电视 机 的 售 价 p ,才能 使 该 厂 获 得 最 大 利润 ? 

解 ” 设 厂家 获得 的 利润 为 ,每 台电 视 机 售 价 为 p, 每 台 生产 成 本 为 c, 销 
ЖЕЛ >, 

и=(р-с)=х. 
于 是 问题 化 为 求 利润 函 数 uw = (p с) с 在 附加 条 件 (14)、(15) 下 的 极 值 问题 . 

作 拉 格 朗 日 函数 

І(х,р,с) = (р-с)=х+А(х - Ме ®)+ yulc-—ct kl z). 

°. 117 ` 


Ф 


Г. = (рес) +А+А £ =0, 
І,= х+АаМе "=0, 
L = —z+u=0. 

将 (14) 代 入 (15) ,得 


с=с,-—Ё(1һ M-ap). (16) 
由 (14) 及 L,=0 知 ha= -1， 即 1= -二 . (17) 
由 L,=0 知 х= н, ш (18) 


将 (16) (17)、 (18) 代 入 工 .=0, 得 
= Аһ M-ap)-}+k=0, 
由 此 得 


cy = kln MT 二 一 
P ——— = 
因为 由 问题 本 身 可 知 最 优 价 格 必定 存在 ,所 以 这 个 p ` 就 是 电视 机 的 最 优 价格 . 
只 要 确定 了 规模 系数 & ,价格 系数 a ,电视 机 的 最 优 价格 问题 就 解决 了 . 


习 题 9-8 


L. 已 知 函数 f(z,y) 在 点 (0,0) 的 某 个 邻 域内 连续 , 且 


lim CA – лу У=1 
(х.›)-(0,0) (х ty )" | 


则 下 述 四 个 选项 中 正确 的 是 ( 

(А) 点 (0,0) 不 是 f(x,y) 的 极 值 点 

(В) 点 (0,0) 是 f(x ,y) 的 极 大 值 点 

(С) 点 (0,0) 是 Fr,y) 的 极 小 值 点 

(D): 根 据 所 给 条 件 无 法 判断 (0,0) 是 否 为 z, KREA 

2. Ж  /(х,у)=4(х-у)-х'—-у 的 极 值 . 
‚ 求 函 数 f(x ,y)=(6x 一 x )l4y- у>). 
. ЖЮ /(z,y)= e” (r+ y +2y) 的 极 值 . 
, ЖЕЖ z = zy 在 适合 附加 条 人 忻 x + y= 1 下 的 极 大 值 . 
. 从 斜 边 之 长 为 1 的 一 切 直角 三 角形 中 , 求 有 最 大 周 长 的 直角 三 角形 . 
. 要 造 一 个 体积 等 于 定数 & 的 长 方 体 无 盖 水 池 ,应 如 何 选择 水 池 的 尺寸 , 方 可 使 它 的 表 
面积 最 小 . 
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8. 在 平面 хОу 上 求 一 点 ,使 它 到 z=0,y=0 及 z+2y-16=0 三 直线 的 距离 平方 之 和 
为 最 小 . 

9. 将 周 长 为 2p 的 矩形 绕 它 的 一 边 旋 转 而 构成 一 个 圆柱 体 . 问 矩形 的 边 长 各 为 多 少时 ， 
才 可 使 圆柱 体 的 体积 为 最 大 ? 

10. 求 内 接 于 半径 为 a 的 球 且 有 最 大 体积 的 长 方 体 . 

11. 抛物 面 z = r +y 被 平面 ++ y+ z=1 截 成 一 椭圆 , 求 这 椭圆 上 的 点 到 原点 的 距离 
的 最 大 值 与 最 小 值 . 

12. 设 有 一 圆 板 占 有 平面 闭 区 域 |(z,y)j1z: + yy 二 1i. 该 圆 板 被 加 热 , 以 致 在 点 (zx,y) 的 
温度 是 

T=x*+2y -zx. 

求 该 圆 板 的 最 热点 和 最 冷 点 . 

13. ERARE 4z + y? + 42716 的 空间 探测 器 进 和 地球 大 气 层 , 其 表面 开始 受热 ,! 
小 时 后 在 探测 器 的 点 (xz,y,z) 处 的 温度 下 =8z+4 -16z+600, 求 探测 器 表面 最 热 的 点 . 


“第 九 节 ”二 元 函数 的 泰勒 公式 


一 、 二 元 函数 的 泰勒 公式 


在 上 册 第 三 章 ,我 们 已 经 知道 : 若 函 数 F(z) 在 含有 ze 的 某 个 开 区 间 (a ,2) 
内 具有 直到 (n+ 1) 阶 的 导数 , 则 当 zz 在 (a ,5) 内 时 ,有 下 面 的 n 阶 泰勒 公式 
Ах) = (хо) tf (х„)(х-х„) + 
f s ы) 


~ (z-z) + 
на) = а сн (0<0<1) 

成 立 .利用 一 元 函数 的 泰勒 公式 ,我 们 可 用 ”次 多 项 式 来 近似 表达 函数 /(х), 
且 误 差 是 当 z 一 ze Er- ar) 高 阶 的 无 穷 小 .对 于 多 元 函数 来 说 ,无 论 是 为 
了 理论 的 或 实际 计算 的 目的 ,也 都 有 必要 考虑 用 多 个 变量 的 多 项 式 来 近似 表达 
一 个 给 定 的 多 元 函数 ,并 能 具体 地 估算 出 误差 的 大 小 来 . 今 以 二 元 函数 为 例 , 设 
х= (zy) 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 连续 且 有 直到 (”+ 1) 阶 的 连续 偏 导数 ， 
(хо + А, y + &) 为 此 邻 域内 任 一 点 ,我 们 的 问题 就 是 要 把 函数 (хо + h,y + Ë) 
ЇЙ АЯ h=x- zri k= у-— yo 的 nn 次 多 项 式 , 而 由 此 所 产生 的 误差 是 当 
р= V h? + 2 —0 BT I£ р" 高 阶 的 无 穷 小 .为 了 解决 这 个 问题 ,就 要 把 一 元 函数 的 
泰勒 中 值 定 理 推广 到 多 元 函数 的 情形 . 

定理 设 x=(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 一 邻 域内 连续 且 有 直到 (2”+ 1) 阶 
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— (z z)" + 


的 连续 偏 导 数 ,(ze+A,y+) 为 此 邻 域内 任 一 点 , 则 有 
f(zo + А, у, + k) 


= (хо, у) + (h 2+ зу Реа) + 


1 д а \? 1 9 д \" 
去 人 sz tk] flory) t+ [h pz f Ë sy] flo) + 
1 


goml? + k 5] Убх, + @һ,у,+@) (0<0<1). 
其 中 记号 
(h s= + k j Ga ‚ yo) 表示 hf. (zo Yo) 十 kf, (zo ‚Уо)» 


a а V° 二 
i, . i 37) /(%, ,yo ) 表 示 h° fa (х0 syo) +2hkf, (xo, у) + 


k? faz ya), 
一 般 的 ,记号 
[ P= + у] /\ж ‚әй D ск" s 07 
证 ”为 了 利用 一 元 函数 的 泰勒 公式 来 进行 证 明 ,我 们 引入 函数 
Ф(:) = р(х + ht,y + bt) (0 委 上 魏 1). 
显然 Ф(0) = F(zo,yo),@(1)=J(zo+Ahyo+A). 由 更 (ti) 的 定义 及 多 元 


复合 函数 的 求 导 法 则 ,可 得 
P (t)=hf, (хо +, у +) + kf, (£o + ht,yo + kt) 


д д, 
Ф"(:1) = А? у. (хо + ht, yo +) +2hkf., (z + ht, у + ht) + 
k? f, (zo + т, уо + ht) 


Е СТАТ + А + kt) 
= (65 5) f(z t Yo t), 


atl Qn+1 
Ф900) = рут М 
= (h +k 5] f(z + ht ,yo + bt). 
利用 一 元 函数 的 麦克 劳 林 公式 ,得 
Ф(1) = Ф(0) + P0) +29700) + ED (0) +7" 000), 


(0<0<1). 
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将 Ф(0)= f(z;,y.),@(1)= /(х,+ А ‚у, + 有) 及 上 面 求 得 的 B(z) 直 到 л 阶 导 
数 在 +=0 的 值 ,以 及 B"*?(z) 在 :=6 的 值 代入 上 式 , 即 得 
f(xzot+h,yo+k) 


д 2 
hh) Расо) ++ 


рз tkz- a а) 
其 中 
R =h [harti] зоп, уо+ ek) (0<0<1). (2) 
定理 证 毕 . 
公式 (1) 称 为 二 元 函数 (х,у) ЕК (хо, уо) Юп 阶 泰勒 公式 ,而 R. 的 表达 
式 (2) 称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 . 


由 二 元 函数 的 泰勒 公式 可 知 ,以 (1) 式 右 端 h K k 的 n 次 多 项 式 近 似 表 达 
М f(x + h,y +) 时 ,其 误差 为 | R, | .由 假设 , 旺 数 的 各 (n +1) 阶 偏 导数 都 
连续 , 故 它们 的 绝对 值 在 点 (xo，, yo) 的 某 一 邻 域内 都 不 超过 某 一 正常 数 M. + 
是 ,有 下 面 的 误差 估计 式 : 


M а= M мек ЫЕ БА 
IR Sgar Al tD" руе к 


утв), (з) 
其 中 o=V л tk. 
由 (3) 式 可 知 , 误 差 |R, | 是 当 p 一 0 时 比 о" 高 阶 的 无 穷 小 . 
当 n=0 时 ,公式 (1) 成 为 
f(xzoth,yo + Ё)= Р(х, уо) + А, (хо +ећ, у + 0Ё) + 
Ар (хо t 0 h,y + 0 k). (4) 
公式 (4) 称 为 二 元 函数 的 拉 格 朗 日 中 值 公式 .由 (4) 式 即 可 推 得 下 述 结论 
如 果 函 数 Ос, у) ВИК ЯХ f.(z,y),f,(z,y) 在 某 一 区 域内 都 恒 等 于 零 ， 
则 函数 f(z,y) 在 该 区 域内 为 一 常数 . 
例 1 RER f(z,y)=In(1+ z+y) 在 点 (0,0) 的 三 阶 泰勒 公式 . 
解 ” 因 为 


Р(х,у) = f,(z,y) МЕЗА 


= зіп а, Й] cos а + зіп а = /2sin(a + —)</2. 
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Р(х,у) = /„бх,у) = f,(z,y)= l 


 (ltz+y) 
s 2! $ 
Izay тету) (p=0,1,2,3), 
СИ E 3! = 
дх?ду =p 4 (p=0,1,2,3,4), 


(1+ x+ y) 
所 以 | 


(+ +k з; (0,0) = Af, (0,0) + Rf, (0,0)=h+k, 


(+ +k 2.) ло,0)= h? (0,0) + 2А6/.,(0,0) +É /„(0,0) 
= -(һ+А)?, 
[ а а 2.) /(0,0) = h? fua (0,0) + 3h? kf (0,0) +3562 fy (0,0) + 
k’ 500,0) | 
=2(h +k). 
X f(0;0)=0, 并 将 =xz,k=y 代入 ,由 三 阶 泰勒 公式 便 得 


B(1+z+y)=z+y-(zty)++(z+y) +R, 


其 中 Е, = 410% + 2.) (n, | 


h=r,b= y 
L: Сану) 
4 (1+ 6х + бу) 


(0<0<1). 


二 、 极 值 充分 条 件 的 证 明 


现在 来 证 明 第 八 节 中 的 定理 2. 

设 函 数 z= f(z,y) 在 点 Pu(zo,yo) 的 某 邻 域 О, (Po) 内 连续 且 有 一 阶 及 
二 阶 连续 偏 导数 ,又 AP(zo,yo)=0, 记 (rzo,yo)=0. 

依 二 元 函数 的 泰勒 公式 ,对 于 任 一 (zo+A ,yo+A)EUi(Po) 有 

Af = ехо + А, уо + Ё)— /[(хле, у). 


SLIK (ж tOh,yo t 0k) +2Һ&/„( хо + Ө һу + 0 k) + 


k’ {„(х,+@Һ,у,+@0Е)] (0<0<1). (5) 
(1) ił AC- B2>0, В | 
fal Zos Yo) fs хо, уо) — 7, (хоу) 220. (6) 


因 f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 在 U, (Pu ) 内 连续 ,由 不 等 式 (6) 可 知 ,存在 点 Po 
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的 邻 域 U, (P) CU, (P,) ,使 得 对 任 一 (ze+ 疡 ,yo+A)E U,(P,)# 
f. (z a t Өћ,у + 0 k)f, оа 
[fy (хо + 0 h,y + 0 k)] >0. (7) 
为 书写 简便 起 见 , 把 fo (х,у), Р(х,у), (х,у) ЕА(хо + Oh, у, + 0k )A#b B 
值 依次 记 为 f... f. f... BERTAM, Mro + һ,у t k)€ U (Pit, fa E f, 
都 不 等 于 零 且 两 者 同 号 . л 


Аў = 5— IP Sa + МЫ + P СУЛ, Ra )]. 


M h,k а. h, у + k)€ U, (СР, EREI 38 8 K B9 48 39. 
正 , 所 以 Af FPF B. 5 у. 1915. X i f(z,y) 的 二 阶 偏 导数 的 连续 性 知 fa 55 
A 同 号 ,因此 Af 与 A 同 号 .所 以 , 当 A >0 时 f(zo,yo) 为 极 小 值 , 当 A<0 时 
Р(х,у) НК. 

(2) Ж AC- В? <0, Bl 

Salti) Tal Torm) | Fo (xy sya) 176 0: (8) 

先 假定 大 (ze,y)= 户 (zo, 加 )=0, 于 是 由 (8) 式 可 知 这 时 f. (Eos у» )5©0. 

现在 分 别 令 =h 及 k= 一 hh, 则 由 (5) 式 分 别 得 


2 
Af=$ [f(zot 0 h,y + Өй) +2fo( rot Oh,yot 0, h) + 


fy (хо t Oh,yo +0,h)] 


2 
А/=5-[/ы (то t 6,В ‚ув — bzh) 2 f, (ze + bzh, yo — h) + 


Р, (хо tih, ув – @›һ)], 
其 中 0<0 ,0<1. 当 A>0 时 ,以 上 两 式 中 方 括号 内 的 式 子 分 别 趋 于 极限 
27.02.9) 及 -24zoyyo)， 
从 而 当 h 充分 接近 零 时 ,两 式 中 方 括号 内 的 值 有 相反 的 符号 ,因此 A f 可 取 不 同 
符号 的 值 ,所 以 (хо, уо) PERE. 
再 证 /.. (хо, у) Ж f, (von) 不 同时 为 办 的 情形 不 妨 假定 f, (хо, уь) 5 
0.58 2=0, РЕН (5) 18 _ 


Ë ду +h ГА (zo+ Oh, E 
H Hd H , 4 À 充分 接近 零 时 ， Af 与 (xzo,yo) 同 号 ， 
但 如 果 取 | | 
h= = f Ona ,yo )5', k= у. (x ,yo)5， (9) 
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其 中 s 是 异 于 零 但 充分 接近 零 的 数 , 则 可 发 现 , 当 |s| 充 分 小 时 ,Ap Л. (хо, yo) 
FF. i 在 (5) 式 中 将 h 及 k 用 (9) 式 给 定 的 值 代入 ,得 


аре > И Саво (хо f 0h,y + 0 k)— 


2} „(хе › ув) fa (хо уо) fs (zo + @һ,у + 0 k) + 
[fal Eos уо) f, (zo + А, уо + 0)\. (10) 
上 式 右 端 花 括 号 内 的 式 子 当 s—0 时 趋 于 极限 
У. (же, Yo) {fo Сло ж) fyl Eos yo) -lfa (озу). 
由 不 等 式 (8), 上 式 花 括号 内 的 值 为 负 , 因 此 当 s 充分 接近 零 时 ,(10) 式 右 端 (从 
而 Af) 与 faltos y) #5. 
以 上 已 经 证 得 :在 点 (zo,y) 的 任意 邻近 ,Ar 可 取 不 同 符号 的 值 , 因 此 
f(zo ,yo) 不 是 极 值 . 
(3) 考察 函数 
f(z,y)=z ty 及 glz,y)=r ty. 
容易 验证 ,这 两 个 函数 都 以 (0,0) 为 驻 点 , 且 在 点 (0,0) 处 都 满足 AC - В? = 0. 但 
f(z,y) 在 点 (0,0) 处 有 极 小 值 ,而 g(z,y) 在 点 (0,0) 处 却 没 有 极 值 . 


习题 9-9 


1. 求 函 数 F(z,y)=2z -zy-y -6r-~-3y+5 在 点 (1, 2) 的 泰勒 公式 ， 
2. RAR f(z ,y)=e’lIn(1+y) 在 点 (0,0) 的 三 阶 泰勒 公式 . 


3. ЖШ /(х,у) = sin zsin у 在 点 (于 ,于 ) 的 二 阶 泰 勤 公 式 . 


4. 利用 函数 f(z,y) = ду = ЖД, 1.1+” 的 近似 值 . 
5. 求 函数 fr, y) =F EAO OH n MEDAR. 


第 十 节 最 小 二 乘法 


许多 工程 问题 ,常常 需要 根据 两 个 变量 的 几 组 实验 数值 一 一 实验 数据 ,来 找 
出 这 两 个 变量 的 函数 关系 的 近似 表达 式 . 通常 把 这 样 得 到 的 函数 的 近似 表达 式 
叫做 经 验 公 式 . 经 验 公式 建立 以 后 ,就 可 以 把 生产 或 实验 中 所 积累 的 某 些 经 验 ， 
提高 到 理论 上 加 以 分 析 . 下 面 通过 举例 介绍 常用 的 一 种 建立 经 验 公 式 的 方法 . 

例 1 为 了 测定 刀具 的 磨损 速度 ,我 们 做 这 样 的 实验 :经 过 一 定时 间 ( 如 每 
隔 一 小 时 ) ,测量 一 次 刀具 的 厚度 ,得 到 一 组 实验 数据 如 下 : 
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顺序 编号 i 
时 间 z,/h 
刀具 厚度 wj/mm 


试 根据 上 面 的 实验 数据 建立 y Mt 之 间 的 经 验 公式 y= f(1). 也 就 是 ,要 找 出 一 
个 能 使 上 述 数 据 大 体 适合 的 函数 关系 y= f(z). 

解 首先 ,要 确定 f(z) 的 类 型 .为 此 ,可 按 下 法 处 理 .在 直角 坐标 纸 上 取 ; 
为 横 坐 标 , y 为 纵 坐 标 , 描 出 上 述 各 对 数据 的 对 应 点 ,如 图 9- 12 所 示 . 从 图 上 可 
以 看 出 ,这 些 点 的 连 线 大 致 接近 于 一 条 直线 .于 是 ,就 可 以 认为 y= F(z) 是 线性 


函数 ,并 设 


f(t)=at+b, т 
其 中 a 和 0 是 待定 常数 . 

ТЛ азан „ЕЕЕ 
情形 是 选取 这 样 的 。 Mo, BEHER у = шшйсанинишшнишик 
at + Б 经 过 图 9- 12 中 所 标 出 的 各 点 .但 26 全 
在 实际 上 这 是 不 可 能 的 .因为 这 些 点 本 来 14-4-4414 


Gmm 
就 不 在 同一 条 直线 上 . 因此 ,只 能 要 求 选 “zs 省 生生 和 HE 
取 这 样 的 ab, В flt)=at+ b É tas -二 -HHFFHEHHHH 
21,11,75. 处 的 函数 值 与 实验 数据 ， 20 тр 3 1 5 67? 
yoyoy 相差 都 很 小 ,就 是 要 使 偏差 


у= f(t) (i=0,1,2,.…,7) 图 9- 12 
部 很 小 .那么 如 何 达 到 这 一 要 求 呢 ? 能 否 设法 使 偏差 的 和 
> [у = f(z,)] 


很 小 来 保证 每 个 偏差 都 很 小 呢 ? 不 能 ， 因为 偏差 有 正 有 负 ,在 求 和 时 ,可 能 互相 
СЕАТ, ШЕРАЛИ 只 要 


$ is- fet) = Уу ls: (a, +b)| 


很 小 ， 就 可 以 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 但 是 这 个 式 子 中 有 绝对 值 记 号 ,不 
便于 进一步 分 析 讨 论 . 由 于 任何 实数 的 平方 都 是 正 数 或 零 ,因此 可 以 考虑 选取 常 
数 ae .56, 使 


M= PD Car, + b)]° 


最 小 来 保证 每 个 偏差 的 绝对 值 都 很 小 这 种 根据 偏差 的 平方 和 为 最 小 的 条 件 来 
选择 常数 b 的 方法 叫做 最 小 二 乘法 .这 种 确定 常数 a、b 的 方法 是 通常 所 采用 
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的 


现在 我 们 来 研究 ,经 验 公 式 y= at +b 中 ,a 和 已 符 合 什么 条 件 时 ,可 以 使 上 
ЖА M 为 最 小 .如 果 把 М 看 成 与 自 变 量 a 和 ”相对 应 的 因 变量 ,那么 问题 就 可 
归结 为 求 函数 M = M(a ,6 ) 在 哪些 点 处 取得 最 小 值 .由 第 八 节 中 的 讨论 可 知 ， 


上 述 问题 可 以 通过 求 方程 组 
же 
M,(a,b)=0 
的 解 来 解决 , 即 令 
| Je = 20010 = (аң + b)i; = 0, 
这 = -2 2, [ у, - (at; +6)]=0; 
亦 即 


7 


Ы tly; - (at; + b)]=0, 


і= (0 


>, [y - (at; + 6)]=0. 
将 插 号 内 各 项 进行 整理 合并 ,并 把 未 知 数 a 和 2 分 离 出 来 , 便 得 


7 7 7 
l: tit b >, = > Yili э 
IPT. i=0 1=0 
а >, t; + 8b = 2 y. 
20 1=0 
下 面 通过 列表 来 计算 D t, D t, Ууу Ж > yt. 
i=0 ET] 20 1=0 


(1) 


代 人 方程 组 (1) ,得 到 
x +28Ь=717, 
28а +8Ь =208.5. 


解 此 方程 组 ,得 到 a = -0.303 6,b =27.125. 这 样 便 得 到 所 求 经 验 公式 为 
у= f(t1)= -0.303 6t + 27.125. (2) 
由 (2) 式 算出 的 函数 值 f(z;) 与 实测 的 у, 有 一 定 的 偏差 . 现 列表 比较 如 下 : 


偏差 的 平方 和 M = 0.108 165, 它 的 平方 根 V M = 0.329. / M 称 为 均 方 误 
差 , 它 的 大 小 在 一 定 程度 上 反映 了 用 经 验 公 式 来 近似 表达 原来 函数 关系 的 近似 
程度 的 好 坏 . 

在 例 1 中 , 按 实验 数据 描 出 的 图 形 接 近 于 一 条 直线 .在 这 种 情形 下 ,就 可 认 
为 函数 关系 是 线性 函数 类 型 的 ,从 而 问题 可 化 为 求解 一 个 二 元 一 次 方程 组 ,计算 
比较 方便 .还 有 一 些 实际 问题 ,经验 公 式 的 类 型 不 是 线性 函数 ,但 可 以 设法 把 它 
化 成 线性 函数 的 类 型 来 讨论 .举例 说 明 于 下 : 

例 2 在 研究 某 单 分 子 化 学 反应 速度 时 ,得 到 下 列 数据 : 


其 中 表示 从 实验 开始 算 起 的 时 间 ,y 表示 时 刻 r 反应 物 的 量 . 试 根 据 上 述 数据 
定 出 经 验 公式 y= f(r). 

解 ” 由 化 学 反应 速度 的 理论 知道 ,y= Fr) 应 是 指数 函数 :y = Ае", Ж А 
和 zm 是 待定 常数 .对 这 批 数 据 , 先 来 验证 这 个 结论 .为 此 ,在 у = ke” 的 两 边 取 
常用 对 数 , 得 


lg y=(m'lge)r+lg k. 
记 m lg e Ё 0.434 3m =a,lg&=p, 则 上 式 可 写 为 
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lg у= ат+ р, 
于 是 lg у 就 是 r 的 线性 函数 .所 以 ,把 表 中 各 对 数据 (z,, y,) (i=1,2,…,8) 所 
对 应 的 点 描 在 半 对 数 坐 标 纸 上 ( 半 对 数 坐 标 纸 的 横 轴 上 各 点 处 所 标明 的 数字 与 
普通 的 直角 坐标 纸 相同 ,而 纵 轴 上 各 点 处 所 标明 的 数字 是 这 样 的 , 它 的 常用 对 数 
就 是 该 点 到 原点 的 距离 ), 如 图 9 一 13 所 示 . 从 图 上 看 出 ,这些 点 的 连 线 非常 接近 
于 一 条 直线 ,这 说 明 у= f(t) 确实 可 以 认为 是 指数 函数 ， 


S 
Ë 
А 
ШІ 
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下 面 来 具体 定 出 & E m 的 值 . 
由 于 lg y=ar+b, 
所 以 可 仿照 例 1 中 的 讨论 ,通过 求 方程 组 


a > E tb ие Уво 
a > т;+8Ь= >; le y; 
的 解 ,把 a,b 确定 出 来 . 
下 面 通过 列表 来 计算 Улт, >т, 2. g y 及 nlg y. 


(3) 


5.2812 
9.7332 
13.422 6 
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16.2720 
18.301 5 
19.555 2 
19.937 4 
19.509 6 
122.012 7 


将 它们 代 人 方程 组 (3)( 其 中 取 > lg y = 10.3, >) rilg y: = 122), 得 
| 836a + 1086 = 122, 
108a + 8b = 10.3. 


解 这 方程 组 ,得 
ни Зт = ~ 0.045, 
b=lg 2 =1.896 4, 
所 以 m= -0.103 6,k =78.78. 
因此 所 求 的 经 验 公 式 为 


y=78.78e 0106. 
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1. 某 种 合金 的 含 铝 量 百分比 (% ) 为 p, 其 熔 解 温度 (人 ) 为 9, 由 实验 测 得 p 与 9 的 数据 
WFE: 


试用 最 小 二 乘法 建立 4 与 p 之 间 的 经 验 公 式 9= ap+b. 
2. 已 知 一 组 实验 数据 为 (xz, ,y ),(zz,y )，…(zrw,m). 现 若 假定 经 验 公式 是 
y= ах? + br + c. 


试 按 最 小 二 乘法 建立 a.b、c 应 满足 的 三 元 一 次 方程 组 . 
总 习题 九 


1. 在 “充分 ”“ 必 要 "和 “充分 必要 "三 者 中 选择 一 个 正确 的 填 人 下 列 空格 内 : 
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(1) f(z,y) 在 点 (xz,y) 可 微分 是 /(xz,y) 在 该 点 连续 的 Ж. Sy EA 
(z,y) 连 续 是 /(x,y) 在 该 点 可 微分 的 条 件 ; 


(2) z= /(z,y) 在 点 (z,y) 的 偏 导数 于 及 于 存在 是 A(z,y) 在 该 点 可 微分 的 条 


件 .= = /(z,y) 在 点 (z,y) 可 微分 是 函数 在 该 点 的 偏 导数 了 及 了 < 存在 的 条 件 ; 


(3) z= у(х, у) нив #092 32 = 在 点 (zx,y) 存 在 且 连 续 是 f(x,y) 在 该 点 可 微分 的 


条 件 ; 
(4) И <= /(z，y) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 到 闻 акар HSE ik = 
阶 混合 偏 导数 在 内 相等 的 Ж. 


2. 选择 下 述 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 : u | 
设 函 数 F(z,y) 在 点 (0,0) 的 某 邻 域内 有 定义 , 且 у, (0,0) = 3, f, (0,0) = – 1, Ж 


(А) dzloo = 34х -dy 
(B) 曲面 z= A(z,y) 在 点 (0,0,F(0,0)) 的 一 个 法 向 量 为 (3, - 1,1) 


(C) 曲线 к п) 在 点 (0.0, /(0,0)) 的 一 个 切 向 量 为 (1.0,3) 


= (х,у), 
= 0 


在 点 (0,0,/(0,0)) 的 一 个 切 向 量 为 (3,0,1) 
з. 求 函数 олн Тр s 
(ч, y) 一 ( 立 .0) 
4. 证 明 极限 „йт 5 不 存在 ， 
5. 设 


+ y 


2 
T у 2 2 
грот +y 0, 
f(z,y)= 5 
0, х? + у= 0. 


Ж у, (х,у) р, (х,у). 
6. 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 : 
(1) == (л + yx); (2) х= 2°. 


7. 求 函 数 s= i z=2,y=1,Ax=0.01,Ay=0.03 时 的 全 增 世 和 全 微分 . 
“8. 设 


2 
х 
х,у) = сл + y 0, 
0, z’ +y =0. 


证 明 :f(x,y) 在 点 (0,0) 处 连续 且 偏 导数 存在 ,但 不 可 微分 . 
19. Жита, r= рб) у= ФО) ВАТТ Жаа. 
130. 


10. È == (и, о, w) RA ERARA, 
u=7-t,v=t- é€,w=é€-7, 


ll. 设 z=/(w,z,y),u= ze, 其 中 /具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， REE. 


12. $ r=e"cos v, у= е“ѕіп v,z= uv. RR L 


13. 求 螺旋 线 z = acos 0,y= asin 0,z = о 0 ,0) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 
14. 在 曲面 z= zy 上 求 一 点 ,使 这 点 处 的 法 线 垂直 于 平面 x+ 3y+ z+9=0, 并 写 出 这 
法 线 的 方程 . 
15. iW e, = (cos 0 ,sin 0), 求 函数 
f(x ,y) = z- zy + y 
在 点 (1,1) 沿 方向 ! 的 方向 导数 ,并 分 别 确定 角 9, 使 这 导数 有 (1) 坡 大 值 ,(2) 最 小 值 ,(3) 等 
于 0. 


16. Ж ú= + у + 2 ЕШШ + Эт + 5 =1 上 点 Mo (zo ,yo ,zo) 处 沿 外 法 线 
方向 的 方向 导数 . 
17. REMF + + + = 1 和 柱 面 x° = 1 的 交 线 上 与 хОу 平面 上 距离 最 短 的 点 . 


18. 在 第 一 填 限 肉 作 酉 球面 2 + Z= 1 的 切 平面 使 该 切 平面 与 三 坐标 面 所 围 成 


的 四 面体 的 体积 最 小 . Kass a PRENER. 

19. 某 厂 家 生产 的 一 种 产品 同时 在 两 个 市 场 销售 ， 售 价 分 别 为 pi 和 p: ,销售 重 分 别 为 
q 和 q, ,需求 函数 分 别 为 

q =24-0.2p i, 9 =10-– 0.05р,, 

总 成 本 函数 为 К 
С= 35+ 40(9, + qz ). 
试问 :厂家 如 何 确定 两 个 市 场 的 售 价 ,能 使 其 获得 的 总 利润 地 大 ? АКВ £p? 

20. 设 有 一 小 山 , 取 它 的 底面 所 在 的 平面 为 хОу 坐标 面 ,其 底部 所 占 的 闭 区 域 为 D = 
{(ж,у)\х* +y? – ху<75],ЛуШ BJ ВЕРА Ж h = /(х,у)=75-х°-у + ху. ` 

(1) Ë M(zre,yo)ED, 问 F(z,y) 在 该 点 沿 平 面 上 什么 方向 的 方向 导数 最 大 ? 若 记 此 
方向 导数 的 最 大 值 为 g(zo ,yo), 试 写 出 g(xo ,yo ) 的 表达 式 ， | 

(2) 现 欲 利用 此 小 山 开展 攀岩 活动 ,为 此 需要 在 山脚 找 一 上 山坡 度 最 大 的 点 作为 攀岩 的 
起 点 .也 就 是 说 ,要 在 D 的 边界 线 z? +y - zy=75 上 找 出 (1) 中 的 5(z,y) 达 到 最 大 值 的 点 . 
试 确定 攀岩 起 点 的 位 置 . 
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第 十 章 E R 分 


本 章 和 下 一 章 是 多 元 函数 积分 学 的 内 容 . 在 一 元 函数 积分 学 中 我 们 知道 , 定 
积分 是 某 种 确定 形式 的 和 的 极限 .这 种 和 的 极限 的 概念 推广 到 定义 在 区 域 . 曲 线 
及 曲面 上 多 元 函数 的 情形 ， 便 得 到 重 积分 、 曲线 积分 及 曲面 积分 的 概念 .本 章 将 
介绍 重 积分 (包括 二 重 积分 和 三 重 积分 ) 的 概念 .计算 法 以 及 它们 的 一 些 应 用 . 


第 一 节 ”二 重 积 te 与 性 质 


一 、 二 重 积分 的 概念 


1. 曲 项 柱 体 的 体积 


设 有 一 立体 , 它 的 底 是 хОу 面 上 的 闭 区 域 DO, 它 的 侧面 是 以 D 的 边界 曲线 
为 准 线 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 , 它 的 顶 是 曲面 = f(z,y), 这 里 f(z,y) 之 0 且 
# D 上 连续 (图 10 - 1). 这 种 立体 叫做 曲 项 柱 体 . 现在 
我 们 来 讨论 如 何 定义 并 计算 上 述 曲 顶 柱 体 的 体积 V 

我 们 知道 , 平 顶 柱 体 的 高 是 不 变 的 , 它 的 体积 可 以 
用 公式 E 

体积 = 高 x 底面 积 

来 定义 和 计算 .关于 曲 顶 柱 体 , 当 点 (zx,y) 在 区 域 D 上 
变动 时 ,高 度 f(z,y) 是 个 变量 ,因此 它 的 体积 不 能 直接 И 
用 上 式 来 定义 和 计算 .但 如 果 回 忆 起 第 五 章 中 求 曲 边 梯 人 
形 面积 的 问题 ,就 不 难 想到 ,那里 所 采用 的 解决 办 法 , 原 
则 上 可 以 用 来 解决 目前 的 问题 ，” 图 10-1 

首先 ,用 一 组 曲线 网 把 D Ж n 个 小 闭 区 域 

Ac ,Ac ，……， Â. 

分 别 以 这 些小 闭 区 域 的 边界 曲线 为 准 线 , 作 母 线 平行 于 z 轴 的 柱 面 ,这 些 柱 面 


© 为 简便 起 见 , 本 章 以 后 除 特 别 说 明 者 外 ,都 假定 平面 闭 区 域 和 空间 闭 区 域 是 有 界 的 , 且 平 面 闭 区 
域 有 有 限 面 积 ,空间 闭 区 域 有 有 限 体积 . 
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把 原来 的 曲 顶 柱 体 分 为 п АНИНЕ. 当 这 些小 闭 区 域 的 直径 中 很 小 时 ,由 于 
f(z,y) 连 续 , 对 同一 个 小 闭 区 域 来 说 ,f(z,y) 变 化 很 小 ,这 时 细 曲 顶 柱 体 可 近 
' 似 看 做 平 顶 柱 体 .我 们 在 每 个 Ao, (这 小 闭 区 域 的 面积 也 
记 作 До, ) 中 任 取 一 点 (& ,5 ), 以 f( 6, 5) 为 高 而 底 为 
-Aci 的 平 顶 柱 体 (图 10 -2) 的 体积 为 
FCE: , т) Ао, (i=1,2,.…,n). 
这 п 个 平 顶 柱 体 体积 之 和 


F Êi , Ni )Ao, 


可 以 认为 是 整个 曲 顶 柱 体 体 积 的 近似 值 . 令 ”个 小 闭 区 
” 域 的 直径 中 的 最 大 值 ( 记 作 4) 趋 于 零 , 取 上 述 和 的 极 
限 , 所 得 的 极限 便 自然 地 定义 为 所 论 曲 顶 柱 体 的 体积 


V=lim 2, РСЕ, )Ао,. 


2. 平面 薄片 的 质量 


设 有 一 平面 薄片 占有 хОу 面 上 的 闭 区 域 了 , 它 在 点 (z,y) 处 的 面 密度 为 
A(z,y), 这 里 w(z,y)>0 且 在 也 上 连续 .现在 要 计算 该 薄片 的 质量 M. 

我 们 知道 ,如 果 薄 片 是 均匀 的 , 即 面 密 度 是 常数 ,那么 薄片 的 质量 可 以 用 公 
式 

质量 = 面 密度 x 面积 

来 计算 .现在 面 密度 w(z,y) 是 变量 ,薄片 的 质量 就 不 能 直接 用 上 式 来 计算 .但 
是 上 面 用 来 处 理 曲 顶 柱 体 体积 问题 的 方法 完全 适用 于 本 问题 . 

由 于 w(z,y) 连 续 , 把 薄片 分 成 许多 小 块 后 ,只 要 小 y 
块 所 占 的 小 闭 区 域 До, 的 直径 很 小 ,这 些小 块 就 可 以 近 
似 地 看 做 均匀 薄片 .在 Ac 上 任 取 一 点 (和 ,7), 则 

| (ё, ›л};) Ао, (i=1,2,.…,n) 

可 看 做 第 i 个 小 块 的 质量 的 近似 值 (图 10 -3). 通 过 求 
和 、 取 极限 , 便 得 出 o ы 


(,, 7) 


= li ;3 N; )Ло;. | | 图 10-3 
m =lim 2, (ё, т) До, 图 


二 ”一 个 闭 区 域 的 直径 是 指 区 域 上 任意 两 点 间距 离 的 地 大 者 . 
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上 面 两 个 问题 的 实际 意义 虽然 不 同 ,但 所 求 量 都 归结 为 同一 形式 的 和 的 极 
限 .在 物理 力学、 几何 和 工程 技术 中 ,有 许多 物理 量 或 几何 量 都 可 归结 为 这 一 形 
式 的 和 的 极限 .因此 我 们 要 一 般 地 研究 这 种 和 的 极限 ,并 抽象 出 下 述 二 重 积分 的 
定义 . 

EX W /(z,y) 是 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 西数 .将 闭 区 域 D 任意 分 成 
个 小 闭 区 域 

Ав,,Ав,,, ,Ao,, 

其 中 Ac 表示 第 i 个 小 闭 区 域 ,也 表示 它 的 面积 . 在 每 个 Ло, 上 任 取 一 点 


(En) ERR f(6 т) До, liE, 2, en), HEM > fE, т. ) Ao, .如 果 当 
各 小 闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极限 为 
函数 f(x,y) 在 闭 区 域 D EATERS iE (x,y)d , 即 


[sao = lim > };)Ао,. (1) 
其 中 flr REREN, flz=,y)da 叫做 被 积 表达 式 ,dc 叫做 面积 元 素 , г 


与 y 叫做 积分 变量 ,D 叫做 积分 区 域 ， D fle, p) Ao; 则 做 积分 和 . 


在 二 重 积分 的 定义 中 对 闭 区 域 D 的 划分 是 任意 的 ， 如 果 在 直角 坐标 系 中 用 
平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 划分 D ,那么 除了 包含 边界 点 的 一 些小 闭 区 域外 中 ,其 
余 的 小 闭 区 域 都 是 矩形 闭 区 域 . 设 矩 形 闭 区 域 Ac, 的 边 长 为 Ar; fl Ay, W 
Ао, = Ах, Ay, .因此 在 直角 坐标 系 中 ,有 时 也 把 面积 元 素 do 记 作 dzdy ,而 把 二 
重 积分 记 作 


Ге» 


其 中 dzdy 叫做 直角 坐标 系 中 的 面积 元 素 . 

这 里 我 们 要 指出 , 当 /(z,y) 在 闭 区域 D 上 连续 时 ,(1) 式 右 端 的 和 的 极限 
必定 存在 ,也 就 是 说 ,函数 F(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 必定 存在 .我 们 总 假定 函 
数 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 ,所 以 F(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 都 是 存在 的 ,以 
后 就 不 再 每 次 加 以 说 明了 . | 

由 二 重 积分 的 定义 可 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 是 函数 F(z,y) 在 底 D 上 的 二 重 
积分 


@” 求 和 的 极限 时 ,这 些小 闭 区 域 所 对 应 的 项 的 和 的 极限 为 堆 , 因 此 这 些小 闭 区 域 可 以 略 去 不 计 . 
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у= [лс у) Й 
平面 薄片 的 质量 是 它 的 面 密度 kw(z,y) 在 薄片 所 占 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 


т = | и(\х,у)йес. 
р 


一 般 的 ,如 果 Р(х,у) 20, ERER f(z,y) 可 解释 为 曲 顶 柱 体 的 顶 在 点 
(z,y) 处 的 竖 坐 标 ,所 以 二 重 积分 的 几何 意义 就 是 柱 体 的 体积 .如 果 f(z,y) 是 
负 的 , 柱 体 就 在 хОу 面 的 下 方 , 二 重 积分 的 绝对 值 仍 等 于 柱 体 的 体积 ,但 二 重 积 
分 的 值 是 负 的 .如 果 f(z,y) 在 DD 的 若干 部 分 区 域 上 是 正 的 ,而 在 其 他 的 部 分 区 
域 上 是 负 的 ,那么 , f(z,y) 在 D 上 的 二 重 积分 就 等 于 zOy 面 上 方 的 柱 体 体积 减 
去 хОу 面 下 方 的 柱 体 体积 所 得 之 差 . 


比较 定 积分 与 二 重 积分 的 定义 可 以 想到 ,二 重 积 分 与 定 积分 有 类 似 的 性 质 ， 
现 叙 述 于 下 . 
性 质 1 设 a、B8 为 常数 , 则 


fiare») + Bg(xz,y)]do =a [fte yao e (=, э). 
性 质 2 如 果 闭 区 域 р 被 有 限 条 曲线 分 为 有 限 个 部 分 闭 区 域 , 则 在 D 上 的 


二 重 积 分 等 于 在 各 部 分 闭 区 域 上 的 二 重 积分 的 和 . 例如 DD 分 为 两 个 闭 区 域 DD， 
与 D,, 则 | 


[еа = = papa + Je. у)до . 


这 个 性 质 表 示 二 重 积 分 对 于 积分 区 域 具有 可 加 性 . 
性 质 3 如 果 在 D 上 ,f(z,y)=1,o 为 DD 的 面积 , 则 


a= [|i + do = ffas. 
D D 


这 性 质 的 几何 意义 是 很 明显 的 ,因为 高 为 1 的 平 项 柱 体 的 体积 在 数值 上 就 
等 于 柱 体 的 底面 积 . 
性 质 4 如 果 在 D Е,/(х,у)<ф(х,у), 则 有 


fo ,y)dc < [ес ,y)do . 


特殊 地 ,由 于 
= flr y) Sfr, у)<1 (х,у), 
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又 有 


Шу. sie, y)|dc . 


性 质 5 设 M、m 分 别 是 f(z,y) 在 闭 区 域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ,o вр 
的 面积 , 则 有 


по |у, у)дс < < Ме. 


上 述 不 等 式 是 对 于 二 重 积分 估 值 的 不 等 式 ， 因为 т< f(< ,y)< M , B P H FE JR 
4 有 


frio < fjesi < маг т 


再 应 用 性 质 1 和 性 质 3 , 便 得 此 信 值 不 等 式 ， 
和 性质 6( 二 重 积 分 的 中 值 定理 ) RAR f(x,y) 在 闭 区 域 D 上 连续 ,o 是 D 
的 面积 , 则 在 D 上 至 少 存在 一 点 (6, 7) ,使 得 


| Ке, = (Е, у) ° о 
证 BA 0720.15 中 不 等 式 各 除 以 c, 有 
"< Сд < M. 


这 就 是 说 ,确定 的 数值 l ево: 是 介 于 函数 7(z,y) 的 最 大 值 M 与 最 小 值 


m 之 间 的 . 根据 在 区 闭 域 上 连续 函数 的 介 值 定理 ， 在 D 上 至 少 存在 一 — (8,1), 
使 得 函数 在 该 点 的 值 与 这 个 确定 的 数值 相等 , 即 


z [esae = /(&,). 
上 式 两 端 各 乘 以 ,就 得 所 需要 证 明 的 公式 . | 
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1. 设 有 一 平面 薄板 (不 计 其 厚度 ) 占 有 «Оу 面 上 的 闭 区 域 БАЕ y 
= wz(z,y) 的 电荷 , 且 p(xz,y) 在 D 上 连续 ,试用 二 重 积分 表达 该 板 上 的 全 部 电荷 Q， 


x; е уура ‚ҖЕ D, = |(z,y)| 1а, 265621; 
х І, = |е + Ydo ,其 中 D, = 1(2,у)10<2<1,0<5<2]. 


试 利用 二 重 积分 的 几何 意义 说 明 1, 与 IL, 之 间 的 关系 . 
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3. 利用 二 重 积分 定义 证 明 : 
о [Jae = (JF c 35 D 的 面积 ); 


(D [ay)da =e 02.24 (+ о), 

о [fey = asii + | эй Р 
其 中 D= р, Ор,,р,.р, 为 两 个 无 公共 内 点 的 闭 区 域 . 

4. 根据 二 重 积分 的 性 质 , 比 较 下 列 积分 的 大 小 : 

а) [с + уо s s| + y)?do, 其 中 积分 区 域 D 是 由 xz 轴 \y 轴 与 直线 = + y = 15 
HR; | | : 

(2) [læ + уа 5 |C + y)?de, 其 中 积分 区 域 局 是 由 图 周 (= - 22 + (y = 1)2 = 2 所 
m Í к 

(3) [се + y)as Sfinte + do, 其 中 是 三 角形 闭 区 域 ,三 顶点 分 别 为 (1,0),(1， 
1),02,0); ў | 

ө [ес + y)do sjim + у) 40,8% D = (х,у) I3< r <5,0<y<1l. 


5; 利用 二 重 积分 的 性 质 估计 下 列 积分 的 值 ， 


(1) I= |ху(х + y)do ,其 中 D=1z,y)10 委 z 委 1,0 委 > 委 1|; 
D 


(2) I= зіп? xsin? ydo ,其 中 了 = \(Сх,у)!0<2<х,0<у<л}, 


D 


(3) I= [= + y+ 1)do ,其 中 D= |(=, worel, 0<y<2]; 


(4) I= [е + 4y? + 9)do ,其 中 D= 10у + <a. 


яс 二 重 积 分 的 计算 法 


按照 二 重 积分 的 定义 来 计算 二 重 积分 ,对 少数 特别 简单 的 被 积 函 数 和 积分 
区 域 来 说 是 可 行 的 ,但 对 一 般 的 函数 和 区 域 来 说 ,这 不 是 一 种 切实 可 行 的 方法 . 
本 节 介绍 一 种 计算 二 重 积分 的 方法 ,这 种 方法 是 把 二 重 积分 化 为 本 次 单 积分 ( 妈 
两 次 定 积分 ) 来 计算 . 
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一 、 利 用 直角 坐标 计算 二 重 积分 


下 面 用 几何 观点 来 讨论 二 重 积分 |(z ,>)de 的 计算 问题 .在 讨论 中 我 们 候 


Ж F(z,y) 之 0. 
设 积分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
ф.(х)«<у<ф,(х),а«х<Ь 
来 表示 (图 10- 4) ,其 中 函数 p,(z)、p,(x) 在 区 间 [a ,56] 上 连续 


у=фух) 


_— у=Фруох) 


| 
| у=фрү(ух) 


А у=ф\(х) | 


| 
| 
| 
| 
b 


(а) 


В 10-4 
按照 二 重 积分 的 几何 意义 ,二 重 积分 ||r(z,y)da 的 值 等 于 以 万 为 底 ,以 曲 


面 z= F(z,y) 为 顶 的 曲 顶 柱 体 ( 图 10-S$) 的 体积 .下 面 我 们 应 用 第 六 章 中 计算 
“平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 的 体积 "的 方法 来 计算 这 个 曲 顶 柱 体 的 体积 . 

先 计算 截面 面积 .为 此 ,在 区 间 [a ,2] 上 
任意 取 定 一 点 zo, 作 平行 于 yOz 面 的 平面 
z = zo. 这 平面 截 曲 顶 柱 体 所 得 的 截面 是 一 个 
ИК Е [о (хь), @ (х„)] 5%, 曲线 
z= f(zo,y) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 (图 10.— 5 中 
阴影 部 分 ) ,所 以 这 截面 的 面积 为 


Ора (za) še: 
A(zo)= | a 
ФС) r 


一 般 的 ,过 区 间 [a,65] 上 任 一 点 z 且 平 行 于 图 10-5 
yOz 面 的 平面 截 曲 顶 柱 体 所 得 截面 的 面积 为 
iae | 


| Є: „y)dy. 
e (z) 

于 是 ,应 用 计算 平行 截面 面积 为 已 知 的 立体 体积 的 方法 ,得 曲 顶 柱 体 体积 为 
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b Ф,(=х) 
v= АС) = [1 б еэ) аз. 
这 个 体积 也 就 是 所 求 二 重 积分 的 值 ,从 而 有 等 式 
Jae = 「 [zay]az: а) 
上 式 右 端的 积分 叫做 先 对 y. 后 对 z 的 二 次 积分 .就 是 说 , 先 把 + 看 做 入 
数 ,把 F(z,y) 只 看 做 у 的 函数 ,并 对 y 计算 从 pi (z) 到 wp:(z) 的 定 积分 ;然后 


把 算得 的 结果 (是 > 的 函数 ) 再 对 z ПУЕ А 5] 上 的 定 积分 .这 个 先 对 у, 
后 对 z 的 二 次 积分 也 常 记 作 


b р(х) | 
| d| u f(z,y)dy. 
因此 ,等 式 (1) 也 写成 
[усве | а Г Р(х, у)ду, (17) 


这 就 是 把 二 重 积 分 化 为 先 对 y、 后 对 z 的 二 次 积分 的 公式 . | 
在 上 述 讨论 中 ,我 们 假定 f(z,y) 之 0, 但 实际 上 公式 (1) 的 成 立 并 不 受 此 条 
件 限制 . 
类 似 地 ,如 果 积 分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
Ф, (у)<х&<9,(у),с«у<а 
来 表示 (图 10 -6) ,其 中 函数 y,(y)、y,(y) 在 区 间 [c,d] 上 连续 ,那么 就 有 


\ ЕН = | [[ f(z,y)az|dy. (2) 


图 10-6 


КУУГ =、 后 对 y 的 二 次 积分 ,这 个 积分 也 沉 记 作 
上 ay |? 105) f(z,y)dz. 


因此 ,等 式 (2) 也 写成 
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, d №,(>) 
IESE | dy |, f(r,y)dr, (2) 


这 就 是 把 二 重 积 分 化 为 先 对 z JAX y 的 二 次 积分 的 公式 ， 

以 后 我 们 称 图 10 - 4 所 示 的 积分 区 域 为 X 型 区 域 ， 图 1 10-6 所 示 的 积分 区 
域 为 Y 型 区 域 .应 用 公式 (1) 时 ,积分 区 域 必须 是 X 型 区 域 ,X 型 区 域 D 的 特点 
是 : 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 y 轴 的 直线 与 DD 的 边界 相交 不 多 于 两 点 ;而 用 公式 (2) 
时 ,积分 区 域 必 须 是 Y 型 区 域 , Y 型 区 域 DD 的 特点 是 : 穿 过 内 部 且 平 行 于 = 
轴 的 直线 与 DD 的 边界 相交 不 多 于 两 点 .如 果 积 分 区 域 D 如 图 10 -7 那样 , 既 有 
一 部 分 使 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 > 轴 的 直线 与 DD 的 边界 相交 多 于 两 点 ;又 有 一 部 
分 使 穿 过 D 内 部 且 平 行 于 z 轴 的 直线 与 D 的 边界 相交 多 于 两 点 ,那么 D Ж 
是 XX 型 区 域 ,又 不 是 Y 型 区 域 .对 于 这 种 情形 ,可 以 把 D 分 成 几 部 分 ,使 每 个 部 
分 是 X 型 区 域 或 是 Y 型 区 域 .例如 ,在 图 10-7 中 ,把 DD 分 成 三 部 分 ,它们 都 是 
X 型 区 域 ,从 而 在 这 三 部 分 上 的 二 重 积分 都 可 应 用 公式 (1). 各 部 分 上 的 二 重 积 
分 求 得 后 ,根据 二 重 积 分 的 性 质 2, 它 们 的 和 就 是 在 D 上 的 二 重 积 分 . 

如 果 积分 区 域 D 既是 X 型 的 ,可 用 不 等 式 ф,(х)<у<ф,(х),а<х<ьЬ 
表示 ,又 是 Y 型 的 ,可 用 不 等 式 /,(у)<х<,(у),с<у<а 表示 (图 10-8), 
则 由 公式 (1) 及 (2 ) 就 得 

b 92 (r) d w, (y) | 
上 式 表明 ,这 两 个 不 同 次 序 的 二 次 积分 相等 ,因为 сайа н ыш 


[| =ч. 


H 10-7 图 10-8 


将 二 重 积分 化 为 二 次 积分 时 ,确定 积分 限 是 一 个 关键 .积分 限 是 根据 积分 区 

域 D 来 确定 的 , 先 画 出 积分 区 域 D 的 图 形 .假如 积分 区 域 D 是 X 型 的 ,如 图 

10- 9 所 示 ,在 区 间 [a,&5] 上 任意 取 定 一 个 + 值 ,积分 区 域 上 以 这 个 r 值 为 横 坐 
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标的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 平行 于 у 轴 , 该 线段 上 点 的 纵 坐标 从 фр, (х)Ж 
到 9:(z) ,这 就 是 公式 (1) 中 先 把 x 看 做 常量 而 。 ， 
对 y 积分 时 的 下 限 和 上 限 .因为 上 面 的 z 值 是 o 
Ela ,5] 上 任意 取 定 的 ,所 以 再 把 > 看 做 变量 而 
对 z 积分 时 ,积分 区 间 就 是 [a ,5]. 


例 1 计算 ||zydo ,其 中 DD 是 由 直线 y=1、 


х=2Җу=х Pr ДАН] ЖЖ. 

解法 1 首先 画 出 积分 区 域 D (图 10 - H 10-9 
10). D 是 X 型 的 ,D 上 的 点 的 横 坐 标的 变动 范围 是 区 间 [1,2]. 在 区 间 [1,2] 上 
任意 取 定 一 个 z ë Др 上 以 这 个 z 值 为 横 坐 标的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 
平行 于 у 轴 , 该 线段 上 点 的 纵 坐 标 从 y=1 变 到 у= r. WABA) 


frae = f [fi le [= = 


图 10-11 


解法 2 ”如 图 10 11, 积 分 区 域 D 是 Y 型 的 ,D 上 的 点 的 纵 坐 标的 变动 范 
围 是 区 间 [1,2]. 在 区 间 [1,2] 上 任意 取 定 一 个 y 值 , 则 D 上 以 这 个 y 值 为 纵 坐 
标的 点 在 一 段 直线 上 ,这 段 直线 平行 于 т 轴 , 该 线段 上 点 的 横 坐 标 从 = = у 变 到 
z=2. 于 是 ,利用 公式 (2) 得 


ре fle = [р 15 


Ды 
例 2 ня | y 1+ z’ - ydo, RP D ERER у= х.х= -1 ЖЯ y=1 ff 


围 成 的 闲 区 域 . 
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解 ” 画 出 积分 区 域 D 如 图 10- 12 所 示 .D 既是 X 型 的 ,又 是 了 型 的 . 若 利 
用 公式 (1) ,得 


1 ЖЫ 
pirra], [s Ут + ay az 


F g -4f се. 


= — о Cali -Dds 


车 利用 公式 (2)( 图 10 一 13), 就 有 ЕС 
ри = rere, 

其 中 关于 z 的 积分 计算 比较 麻烦 .所 以 这 里 用 公式 (1) 计 算 较 为 方便 . 

例 3 计算 [эче ,其 中 ранив у= x 及 直线 y= x -2 所 围 成 的 闭 

RR. ы ü | Са ЫЕ 

解 ” 画 出 积分 区 域 D 如 图 10-14 所 示 . 既是 X 型 的 ,又 是 Y 型 的 .车 利 

用 公式 (2) ,得 л 
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图 10-14 


若 利 用 公式 (1) 来 计算 , 则 由 于 在 区 间 [0,1] 及 [1,4] 上 表示 ф(х) ЖТЖ, 
所 以 要 用 经 过 交点 (1, - 1) 且 平行 于 y 轴 的 直线 z=1 把 区 域 D 分 成 D 和 D, 
两 部 分 (图 10 15) ,其 中 

Di={i(z,y)| -Vzy<Vz,0<zr<1!, 

D,= {|(х,у)\х-2<у</ х,1<х<4]|. 
因此 ,根据 二 重 积分 的 性 质 2, 就 有 


[>а = [оз | = ` 


1 2 


-dees [E ө]. 


由 此 可 见 ,这 里 用 公式 (1) 来 计算 比较 麻烦 . 

上 述 几 个 例子 说 明 ,在 化 二 重 积分 为 二 次 积分 时 ,为 了 计算 简便 ,需要 选择 
恰当 的 二 次 积分 的 次 序 . 这 时 , 既 要 考虑 积分 区 域 的 形状 ,又 要 考虑 被 积 函数 
f(z,y) 的 特性 . 

例 4 求 两 个 底 圆 半径 都 等 于 R СООЛОТ 

解 ” 设 这 两 个 圆柱 面 的 方程 分 别 为 

x+y=R R x'+x' =R. 

利用 立体 关于 坐标 平面 的 对 称 性 ,只 要 算出 它 在 第 一 Нарса 10 – 16(а)) 
的 体积 У, ,然后 再 乘 以 8 就 行 了 . 

所 求 立体 在 第 一 卦 限 部 分 可 以 看 成 是 一 个 曲 顶 柱 体 ， 它 的 底 为 

р= |(«,у)|0<у< ЛЕ - z: ,0<z<R|, 
如 图 10 - 16(b) 所 示 . 它 的 顶 是 柱 面 z= V R 一 z7. 于 是 ， 
= | 7а. 
利用 公式 (1) ,得 
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v. = [=т= р оја 


R Pa R 
=f [ Peg y] Š dz= | (К? – z2)dz = 2 R°. 
0 0 0 О 3 


从 而 所 求 立 体 的 体积 为 


V=8V,= 10р, 


二 、 利 用 极 坐标 计算 二 重 积 分 

有 些 二 重 积分 ,积分 区 域 D 的 边界 曲线 用 极 坐标 方程 来 表示 比较 方便 , 且 

被 积 函数 用 极 坐标 变量 6、6 表达 比较 简单 . 这 时 ,就 可 以 考虑 利用 极 坐标 来 计 
AZERA [= удо. 
按 二 重 积分 的 定义 

je ,y)da = иш > ЛЛ Ёё, ›з,)Аа,, 


下 面 我 们 来 研究 这 个 和 的 极限 在 极 坐标 系 中 的 
形式 . - | | 

假定 从 极点 O 出 发 且 穿 过 闭 区 域 D 内 部 
的 射线 与 D 的 边界 曲线 相交 不 多 于 两 点 .我 们 
用 以 极点 为 中 心 的 一 族 同心 圆 :o = 常数 以 及 从 
极点 出 发 的 一 族 射 线 :0= 常数 ,把 D AÑ n + 
小 闭 区 域 (图 10 — 17) .除了 包含 边界 点 的 一 些小 
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闭 区 域外 ,小 闭 区 域 的 面积 AÍ, 可 计算 如 下 : 
Ао, =-у(о, + Де) А6, - Чер! Аб, 
1 
2 р 
_ Pi t (о: + Др) 
e ыс. 


(2р; + Др; )Др; ° Аб, 


“Ар; * Ад, 

= р,‘ Др, *Л6,, 
其 中 р, 表示 相 邻 两 圆 弧 的 半径 的 平均 值 .在 这 小 闭 区 域内 取 圆 周 р= р: 上 的 一 
点 (p; ,60;), 该 点 的 直角 坐标 设 为 & ,7, 则 由 直角 坐标 与 极 坐 标 之 间 的 关系 有 
Ё, = picos Ө; , y; = pisin 0, .于 是 


lim > fC Ei т, )Ao, = lim 2 / Се; соз й, ,pisin ĝ; ) p; * Ap; * A0; , 
усе) = \ 0,psin 0)odod0. 


这 里 我 们 把 点 (p,0) 看 做 是 在 同一 平面 上 的 点 (xz,y) 的 极 坐标 表示 ,所 以 
а ас 


[у= ,y)dzdy， 所 以 上 式 又 可 写成 


中 madzdo= ье 0 ,рѕіп 0)odod0. (4) 


这 就 是 二 重 积分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐 标的 变换 公式 ,其 中 odod0 就 是 
极 坐 标 系 中 的 面积 元 素 . 

公式 (4) 表 明 , 要 把 二 重 积 分 中 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐 标 ,只 要 把 被 
积 函 数 中 的 х=. у 分 别 换 成 pcos 0.osin 0, 并 把 直角 坐标 系 中 的 面积 元 过 dzdy 
换 成 极 坐标 系 中 的 面积 元 素 pdodb、 

极 坐 标 系 中 的 二 重 积 分 ,同样 可 以 化 为 二 次 积分 来 计算 . 

设 积分 区 域 D 可 以 用 不 等 式 

ф\0(8)<&ро<ф,(0),а<0<6 

来 表示 (图 10- 18) ,其 中 函数 p;(0)、p:(0) 在 区 间 [c ,8] 上 连续 . 


先 在 区 间 [c,8] 上 任意 取 定 一 个 0 值 .对 应 于 这 个 9 值 ,D 上 的 点 (图 
10 一 19 中 这 些 点 在 线段 EF 上 ) 的 极 径 o 从 gp,(9) 变 到 ф,(0). Х 8 Ж[а, В] 
上 任意 取 定 的 ,所 以 人 这 样 就 可 看 出 ， 极 坐 标 系 中 的 
二 重 积分 化 为 二 次 积分 的 公式 为 
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\ N 
/ ` 
V /е\р {® 
> / 
> ⁄ B 
О У О А 
(а) (b) 
10 — 18 


` ' | pr g; (6) | ,9 
| | 0,osin 0)odod0 = | Г? ese 0, psin 0) ойр |a. (5) 
. ВЕ e 1 
上 式 也 写成 
a 6,00) 
u 0,osin 0)odod0 = f 4 | A f< pcos 6, рїп 0) pdp. (5°) 
° a Fi @ 


EA Na 
O ф\(8) 92(0) А 


10-19 E 10-20 


如 果 积分 区 域 D 是 图 10 — 20 所 示 的 曲 边 扇形 ,那么 可 以 把 它 看 做 图 10 - 18(a) 
中 当 p (0)=0,g,(0)= pg(9) 时 的 特例 .这 时 间 区 域 D n "unas. 
0<0<ф(0),а<0<р 
KER, MARGRA 
J Cocos0, psing) pdpd0 = fao i fC pcos ,psinf) odp. . . 


如 果 积 分 区 域 D 如 图 10-21 所 示 , 极 点 在 D 的 内 
部 ,那么 可 以 把 它 看 做 图 10 - 20 中 当 a=0、8=2x 时 的 
特例 .这 时 闭 区 域 D 可 以 用 不 等 式 
| 0<0<0ф(0) ,0<0<2т 
来 表示 ,而 公式 (357 ) 成 为 


ж 0.рѕіп 6)рӣрӣб ` 


2x (6) 2 
= | d0 Cpcos 0, osin бурду. 10-21 
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由 二 重 积分 的 性 质 3, 闭 区 域 D 的 面积 o 可 以 表示 为 
o= ||: 
在 极 坐 标 系 中 ,面积 元 素 dc = odod0 ,上 式 成 为 
o= [papas 
如 果 闭 区 域 D 如 图 10 -18(a) 所 示 , 则 由 公式 (5 ) 有 
本 "fe ?2(0) z L Ë 2(b) -p (0 
с = [papavo = | db | pdp= 却 | EZ pi (0) ]48. 

特别 地 ,如 果 闭 区 域 D 如 图 10—20 所 示 , 则 ф,(0)=0,ф,(#)= Ф(0). F 

是 


a=} [| pode. 
. 例 5 ня | азау D 是 由 中 心 在 原点 .半径 为 a 的 圆周 所 围 


成 的 闭 区 域 . 
解 ” 在 极 坐 标 系 中 , 闭 区 域 D 可 表示 为 
0<р<а ,0<0<2x. 
由 公式 (4) 及 (5) 有 


eazdy = J TE [ Г ете pap јав 
Е 
=x(1 22—47), 
本 题 如 果 用 直角 坐标 计算 ,由 于 积分 | e-* dz 不 能 用 初等 函数 表示 ,所 以 算 
不 出 来 .现在 我 们 利用 上 面 的 结果 来 计算 工程 上 常用 的 反常 积分 | es Was 
设 у 
Р”, = ( (х,у) |= + y2?<<R2,z=2Zz0,y20]| , 
Р”, = {((х,у)1=? + у<2 8° ,х220,у20{, ез 
5= (=,у)10<:<Е,0<у<Е|. КГ 
显然 DCSCD，( 图 10-22). 由 于 e-* >0, AME л 
这 些 闭 区 域 上 的 二 重 积分 之 间 有 不 等 式 Z 


x 


D, 


2 2 2 2 2 2 
fe -» dzdy< | e": a ade fe drin 
s D 


2 


_ 2_ 2 R ә R _ 2 
因为 |=: “dzdy = | edz f е” dy 
0 0 
к, 2 
= (| e" аж), 
0 


人 dzdy = 下 (1 - e), 
р, 


又 应 用 上 面 已 得 的 结果 有 


|. ardy Z= 本 (1 Š e? у, 
于 是 上 面 的 不 等 式 可 写成 
4a-e")<(| e de) етк), 


令 R>+ оо, ERANA + F| —B IR + , АТ 


| e" aÍ =e. 


0 


16 ЖЕЖ r’ + y +z 三 4a’ 被 圆柱 面 z* + у =2ах (a >0) 所 截 得 的 
( 含 在 圆柱 面 内 的 部 分 ) 立 体 的 体积 (图 10-23). 


p=2acos 0 


(b) 


10-23 
解 由 对 称 性 ， | 
у=4| у 4a? — х? —- y dxdy, 
D 


Ж DAFAR у= у 2ar- z° É. z АТАН. ТЕА Н, 
.148 - 


D 可 用 不 等 式 


0< o<2acos 0 .0<0< 


来 表示 .于 是 
5 2асоз 0 
V = 4 4а? — р? pdod0 = 4| ae| V4a – р? pdp 
o Jo 
D 


= Sa |. (1-зш°б)аб = 322 (5-3) 


* 三、 二 重 积分 的 换 元 法 


上 一 目 得 到 的 二 重 积分 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 极 坐标 的 变换 公式 ,是 二 
重 积分 换 元 法 的 一 种 特殊 情形 .在 那里 ,我 们 把 平面 上 同一 个 点 M , 既 用 直角 坐 
标 (z,y) 表 示 , 又 用 极 坐 标 (p,2) 表 示 ,它们 间 的 关系 为 
еш 0, (6) 
y = psin 0. 
也 就 是 说 ,由 (6) 式 联系 的 点 (z,y) 和 点 (p,9) 看 成 是 同一 个 平面 上 的 同一 个 
点 ,只 是 采用 不 同 的 坐标 罢了 .现在 ,我 们 采用 另 一 种 观点 来 加 以 解释 .把 (6) 式 
看 成 是 从 直角 坐标 平面 o09 到 直角 坐标 平面 zOy 的 一 种 变换 , 即 对 于 p00 平 
面 上 的 一 点 M (po,9) ,通过 变换 (6) , 变 成 хОу 平面 上 的 一 点 M(x,y). 在 两 个 
平面 各 自 限 定 的 某 个 范围 内 ,这 种 变换 还 是 一 对 一 的 ( 即 是 一 一 映射 ). 下面 就 采 
用 这 种 观点 来 讨论 二 重 积 分 换 元 法 的 一 般 情形 . 
定理 设 f(z,y) 在 хОу 平面 上 的 闭 区 域 D 上 连续 ,变换 
Т:х=х(и,о),у=у(и,®) (7) 
将 «Оу 平面 上 的 闭 区 域 D' 变 为 xOy 平面 上 的 也 , 且 满 足 
(1) х(и,ъ),у(и,ъ){Е D' 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ; 
(2) # р ЕЕЕ 
д(х 


Juo) = КЭЭ р ` 
(3) 变换 T: D> D 是 一 对 一 的 ， 
则 有 
[рс .)azay = [яси 0), у(и, о) 1Ј(и, о) ачах. (8) 
р D 
公式 (8) 称 为 二 重 积 分 的 换 元 公式 . 


证 显然 ,在 定理 的 假设 下 ,(8) 式 两 端的 二 重 积分 都 存在 .由 于 二 重 积 分 与 
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积分 区 域 的 分 法 无 关 , 我 们 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 网 来 分 割 D', 使 得 除去 包含 
边界 点 的 小 闭 区 域外 ,其 余 的 小 闭 区域 都 为 边 长 是 的 正方 形 闭 区 域 . 任 取 一 
个 这 样 得 到 的 正方 形 闭 区 域 , 设 其 顶点 为 M', (и, о)  M',(u+h,o), М", (и + 
h,ə+ h),M' (u,u+ h), RERA Ло = А? (图 10 — 24(a)). 正 方形 闭 区 域 
Mi M, M”, M”, 经 变换 (7) 变 成 хОу 平面 上 的 一 个 曲 边 四 边 形 М, M. M; M. , 
它 的 四 个 顶点 的 坐标 是 


图 10- 24 


М,:х2, = х(и,о), у = у(и, о); 
М,:х, = х(и+ А, о) = т(и, о) + х, (и,о)һ+о(Һ), 
У = уб(и+Аћ, о) = у(и, о) + у„(и,т)һ + о(Һ); 
М,:х; = х(и+ А, о+Һ) = х(и, о) + z,(u,ə)h+ z,(u,o)h+o(h), 
уз = у(и+ћ,о+А) = у(и, о) + у, (и, ,v)h+ y, (u,v)h+olh); 
М,:х; = х(и,ъ+Ь) = х(и, о) + х, (и, 0)һ+о(А), 
у = у(и,о+Аћ) = у(и,о) + y, (u,v)h+o(h), 
其 面积 为 Ac (图 10-24(b)). 可 以 证 明 , 曲 边 四 边 形 M, M, M, M, 的 面积 与 直 
边 四 边 形 MI M, M, M, (四 个 顶点 用 直线 相连 ) 的 面积 当 .h->0 时 只 相差 高 阶 无 
穷 小 .又 由 上 面 这 些 坐 标 表示 式 可 知 , 若 不 计 高 阶 无 穷 小 , 则 有 
T2 ту= Is TN YY у4, 
T4 Tí“ ту Tas Y4 i у, у, 
这 表示 , 直 边 四 边 形 M, M, M, M, 的 对 边 的 长 度 可 看 做 两 两 相等 .因此 , 若 不 计 
高 阶 无 穷 小 , 曲 边 四 边 形 М, M, M, M, 可 看 做 平行 四 边 形 ,于 是 它 的 面积 Ac 
近似 等 于 全 M, M, M, 的 面积 的 两 倍 . 根 据 解析 几何 ,全 M, M, M, 的 面积 的 两 
倍 等 于 行列 式 
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T` Tı T3 2) 


У yi Уз 7T X2 


的 绝对 值 , 由 于 


х›- х(=х„(и,о)һҺһ+о(Һ),х,-— х= х„(и,о) + о(ЬҺ), 
уз у = у, (u,o)h+to(h),y, у; = у„(и,ъ)һ + о(һ), 
因此 上 面 的 行列 式 与 行列 式 | 
Tu sv)h z,(u,v)h _ z,(u,v) z,(u,v) 
y (u,u)h y, (u,v)h E у, (и,0) у, (u,v) 
只 相差 一 个 比 h? 高 阶 的 无 穷 小 .于 是 
д(х,у) 
д(и,®) 
把 f(z=,y)= f[=(u,ə%),y(u,u)]18) Bia y| EAR mR ,得 
Сууда = f[z(u,o),y(u, Е 
Хх(и, о), уби, о) ]0(Ас). 
上 式 对 一 切 小 正方 形 闭 区 域 取 和 并 令 h0 求 极 限 , 由 于 上 式 右 端 第 二 项 的 和 
的 极限 为 零 , 于 是 得 公式 (8) .定理 证 毕 . 
这 里 我 们 指出 ,如 果 雅 可 比 式 J(u ,wv) 只 在 D’ 内 个 别 点 上 ,或 一 条 曲线 上 
HE ,而 在 其 他 点 上 不 为 零 ,那么 换 元 公式 (8) 仍 成 立 . 


在 变换 为 极 坐标 z = pcos 6, у = psin 0 的 特殊 情形 下 , 雅 可 比 式 


2 


Ав = 


Ac + о(Ас’) (А-0). 


Лс’ + 


az az 

= др 30| |cos0 –рѕіп 6| _ 
ду ду sin 8 pcos 0 e: 
до 90 


ERNE p=0 处 为 零 , 故 不 论 闭 区 域 D 是 否 含 有 极点 , 换 元 公式 仍 成 立 . 即 有 
eardy- k Ө, psin 8) pdpdð, 


这 里 D” Jš D 在 直角 坐标 平面 c06 上 的 对 应 区 域 .在 上 一 目 内 所 证 得 的 相同 的 


公式 中 用 的 是 D MRED , 当 积 分 区 域 D 用 极 坐标 表示 时 ,其 形式 就 与 上 式 右 
端的 形式 完全 等 同 了 . 


ит эж агау, рг 轴 、y 轴 和 直线 =+ у=2 所 围 成 的 
闭 区 域 . 


一 十 


ЛЭГ * 


PER == 28, y = S> | хОу 平面 上 的 闭 区 域 D 和 它 在 „Оо 平面 
上 的 对 应 区 域 D 如 图 10 -25 所 示 . 


雅 可 比 式 为 


利用 公式 (8) ,得 


2 
= — =a 1 =! 
> |, (е-е )vdvu=e~e . 


018 求 由 直线 =з +у=с,т+ у= 4, у= ат, у= Ьх (0<с<а4,0<а<ь) 
所 围 成 的 闭 区 域 D( 图 10 — 26(a) ) 的 面积 . 


R ”所 求 面积 为 
|| а». 


上 述 二 重 积分 直接 化 为 二 次 积分 计算 比较 麻烦 . 现 采 用 换 元 法 . 令 x= 工 +y， 
v=>, z=- y = рс ERRAT, D BJ kz + y=c,r+y=d,y= 
az,y= pz 依次 与 =c,u=d,v=a,v=6b。 对 应 .后 者 构成 与 D 对 应 的 闭 区 域 
也 “的 边界 .于 是 

Р'=|(и,т)|с<и<4,а<ео<рЬ|, 


如 图 10 一 26(b) 所 示 . 又 雅 可 比 式 
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图 10-26 


_9(х=,у)_ и | , 
JeRa) Uro ЕР . 


从 而 所 求 面积 为 


_ u _* dv 4 
|| azas “туе | qty daa 
_(b-a)(d’ ~-e) 
2(I+a)(1+)5) `` 
2 2 2 2 
例 9 HA [Ji -加 dzdy ,其 中 РЭШ + уу =1 БШЙК 
域 . | 
解 ” 作 广义 极 坐 标 变换 
к 0, 
| у = bpsin 0, 
其 中 >0,5 >0,р;2>0,0<0<2х. 在 这 变换 下 ,与 D 对 应 的 闭 区 域 为 D = 
д(х,у) _ 


| тет ОР 
J 在 D' 内 仅 当 p = 0 处 为 零 , 故 换 元 公式 仍 成 立 ,从 而 有 


zo 
IN 1- -ždzdy= [| v 1- р abpdod0 = таб. 
D D 
2] 题 10-2 


1. 计算 下 列 二 重 积分 : 
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а) | (a? + dc, 其 中 р= {(=х,у)11=1<1,151<101: 
р 

(2) || Gz +2у)4о,„} р 是 由 两 坐标 轴 及 直线 z+ y=2 所 图 成 的 闭 区 域 ， 
р am: 

(з) || o° +3=z2y+ у?)ас, ЖФ р = 1(х,у)10<:<1,0<у<11; 
р 


(4) ||=cos( z + y)do, 其 中 D 是 顶点 分 别 为 (0,0),(x,0) 和 (x,w) 的 三 角形 闭 区 域 . 


2. 画 出 积分 区 域 ,并 计算 下 列 二 重 积分 : 
(D) абас, D 是 由 两 条 抛物 线 y=VE,y = zx? 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


(2) lzy do ,其 中 D 是 由 圆周 zz + y=4 及 y 轴 所 围 成 的 右 半 闭 区 域 ; 
р 

(з) [ао ,其 中 р=|(х,у)|\х| +1у1<1}+ 
р 

о |с +y- z)da ,其 中 D 是 由 直线 y=2,y= 工 及 y=2z 所 围 成 的 闭 区 域 .… 
р 


з. 如 果 二 重 积 分 ||/(z,y)dzdy 的 被 积 西数 /(z,y) 是 两 个 函数 Л (о) А 所 (y) 的 条 
Ж, (еу) = fla) (У) BAER D= |(х,у)1а<1х<5,с<у<\а1, ЕЙ =E 
积分 等 于 两 个 单 积分 的 乘积 , 即 

[лсо Pooazdy = лса]. [љо]. 

4. 化 二 重 积分 

1= [0 


为 二 次 积分 (分 别 列 出 对 两 个 变 重 先后 次 序 不 同 的 两 个 二 次 积分 ) ,其 中 积分 区 域 D Ж. 
(1) 由 直线 у= х 及 抛物 线 y =4z 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(2) 由 z АЖИ х +y =r”(y 之 0) 所 围 成 的 闭 区 域 ， 


(3) 由 直线 y= z,z=2 及 双 曲 线 ?= 二 (z>0) 所 转 成 的 闭 区 域 ; 


(4) УБК (х,у) 11<2х° + y 41. 
5.  /(х,у) ж р БЖ, ДФ D НЕЯ у=х,у=аҖт=Ь (b>a) 所 围 成 的 闭 区 
域 ,证 明 7 


| dz [ f(z,y)dy= [ dy [ flz,y)dz. 
6. 改换 下 列 二 次 积分 的 积分 次 序 : 


(1) [ов лсе эда 0) [ауаз 
(3) Г ен (4) | 
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05) [Га лсун (6) [e e. 


7. 设 平面 薄片 所 占 的 闭 区 域 D 由 直线 z+y=2,y= 工 和 xz 轴 所 围 成 , 它 的 面 密度 
и(х,у)= х^ + y , 求 该 薄片 的 质量 . | 

8. 计算 由 四 个 平面 z=0,y=0,x=1,y=1 所 围 成 的 柱 体 被 平面 z==0 及 2z+3y+ z=6 
截 得 的 立体 的 体积 . 

9. 求 由 平面 z=0,y=0,z+ y=1 所 围 成 的 柱 体 被 平面 x>=0 及 抛物 面 z*+y =6- 
截 得 的 立体 的 体积 . 

10. ЊВ == 22 +2 交 及 .z=6-2 半 一 六 所 国 成 的 立体 的 体积 . 


11. iman аы Ек 表示 为 极 坐标 形式 的 二 次 积分 ,其 中 积分 区 域 


D 是: 
(1) {(т,у)|х®+ у«а? | (a>0); 
(2) I(r, ylz? + y 22|; 
(3) I(x, y)la Sr? + y <6, 其 中 0<a<b; 
(4) |(z,y)10 委 >y 委 1- z, 0S1}. 
12. 化 下 列 二 次 积分 为 极 坐 标 形 式 的 二 次 积分 ， 


wf dz } f(z,y)dy. | (2) | dz [л z? + у*)ду; 
(3) f dz | f(z,y)dy; a) Í а |" f(z,y)dy. 
13. 把 下 列 积分 化 为 极 坐标 形式 ,并 计算 积分 值 : 

2a Мағ т? а А 
wf, dz |. | (z? + y)dy; (2) f dz | Ма + уу; 
of dz f: (22+ y) T dy; (4) f T (х? + y’ )dz. 


14. 利用 极 坐 标 计 算 下 列 各 题 : 
of ө dg, 其 中 D 是 由 圆周 z? + у? = 4 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


о |a + at + эше рш + у = 1 及 和 村 国 成 有 在 第 一 一 象限 内 
的 闭 区 域 ; | | 
(3) [мсп 2de, $P D 是 由 圆周 zz +y = 4,22 + у = 1 及 直线 y= 0,y = = Pr Bl 
р ` 


成 的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 . 
15. 选用 适当 的 坐标 计算 下 列 各 题 ， 


ШЕ D 是 由 直线 z = 2,y = z 及 曲线 zy = 1 所 转 成 的 闭 区 域 ; 
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i-r- y 2 2 _ АА ЖЕ БЕ] 二 
D | ая равия: + = 工 及 坐标 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 
的 闭 区 域 ， | 
э) | + y )do ,其 中 D 是 由 直线 y = zy = z=+a,y=a,y= За (a > 0) 所 围 成 
HARIR; 


о [лғ + y do, Кф р 是 圆 环形 闭 区 域 |(z,y) 1а < хх! + у < P|. 
5M 
围 成 , 它 的 面 密 度 为 w(z,y)= 2 + y?. 求 这 薄片 的 质量 (图 10-27). 

17. 求 由 平面 y=0,y= kr (>0),z=0 以 及 球 心 在 原点 .2 45289 R 的 上 半球 面 所 围 成 
的 在 第 一 卦 限 内 的 立体 的 体积 (图 10 – 28). 


图 10-27 图 10-28 


18. 计算 以 rOy 面 上 的 圆周 x? + y = ат 围 成 的 闭 区 域 为 底 , 而 以 曲面 z = x? +y 为 顶 
的 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
" 19. 作 适 当 的 变换 ,计算 下 列 二 重 积分 : 


(D [с = ysi (z + y)dzdy, 其 中 吕 是 平行 四 边 形 闭 区 域 , 它 的 四 个 顶点 是 (x,0)， 
(эх,к),(ж,2ж) Ж00,8); Б | 

(2) |2 y drdy, ЖФ D 是 由 两 条 双 曲 线 zy = 1 和 zy = 2, 直 线 y = ху = 4х 所 围 
成 的 在 第 一 象限 内 的 闭 区 域 | 

(з) [Балау D E z 轴 、y 轴 和 直线 z + y = 1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


о [[(& + эх )azay et D = COFEE 
J | 


"20. 求 由 下 列 曲 线 所 转 成 的 闭 区 域 D 的 面积 : | 
(1) D 是 由 曲线 zy=4,xy=8,zxy’ =5,zy =15 所 图 成 的 第 一 象限 部 分 的 闭 区 域 ; 
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(2) DD 是 由 曲线 y= x? ,y=4zx’ ,x=y ,zx=4y’ MARHA- ЛЮ. 
"21. 设 闭 区 域 D 是 由 直线 x+y=1,z=0,y>=0 所 围 成 ,求证 


[|] (=> 
D 

` 22. 选取 适当 的 变换 ,证 明 下 列 等 式 : 

a) [усе + уау | Fuddu, ка D= 10е, у) 11+ 12160: 


jdzdy = sin 1. 


(2) [raz + by + azas =2 |" мМ1- и? flusa +? + с)аи, ЖФ D= ilz, у) х? 
b 


+y X1}, H а? + 020. 


第 三 节 三 重 积 


一 、 三 重 积 分 的 概念 


定 积分 及 二 重 积 分 作为 和 的 极限 的 概念 ,可 以 很 自然 地 推广 到 三 重 积分 . 
定义 W F(z,y,z) 是 空间 有 界 闭 区 域 Q 上 的 有 界 函 数 .将 О 任意 分 成 nn 
个 小 闭 区 域 | 
Ло, ‚Ао, ，… An,， 
其 中 Aw 表示 第 i 个 小 闭 区 域 , 也 表示 它 的 体积 .在 每 个 Av, 上 任 取 一 点 


(&,9o, ) EBR SCE, q, )Au, (i=1,2,: Б ,7), 并 作 和 > P ETTA 
如 果 当 各 小 闭 区 域 直 径 中 的 最 大 值 А 趋 于 零 时 这 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极限 
为 函数 f(x,y,z) 在 闭 区 域 9 上 的 三 重 积分 . 记 作 [исэ 04,80 


[|C >. = im ACE Аз, (1) 
д izt 


其 中 do 叫做 体积 元 素 . | 

在 直角 坐标 系 中 ,如果 用 平行 于 坐标 面 的 平面 来 划分 Q ,那么 除了 包含 О 
的 边界 点 的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ,得 到 的 小 闭 区 域 Aw 为 长 方 体 . 设 长 方 体 
小 闭 区 域 Av, 的 边 长 为 Ax; ‚Ау, ‚Ах, ‚Д Av; = Ах, Ay Az .因此 在 直角 坐标 系 
中 ,有 时 也 把 体积 元 素 dv 记 作 dzdydz, 而 把 三 重 积分 记 作 | 


[| Aey z)dzdyaz, 


其 中 dzdydz 叫做 直角 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 
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ЖЖ f(z,y,z) 在 闭 区 域 O 上 连续 时 ,(1) 式 右 端的 和 的 极限 必定 存在 ， 
也 就 是 函数 F(z,y,z) 在 闭 区 域 Q 上 的 三 重 积分 必定 存在 . 以 后 我 们 总 假定 函 
Ж f(z,y,z) 在 闭 区 域 0 上 是 连续 的 .关于 二 重 积分 的 一 些 术 语 , 例 如 被 积 函 
数 、 积 分 区 域 等 ,也 可 相应 地 用 到 三 重 积 分 上 .三 重 积分 的 性 质 也 与 第 一 节 中 所 
叙述 的 二 重 积分 的 性 质 类 似 , 这 里 不 再 重复 了 . 

如 果 F(z,y,z) 表 示 某 物体 在 点 (z,y,z*) 处 的 密度 ,2 是 该 物体 所 占有 的 


空间 闭 区 域 ,f(xz,y,z) 在 0 上 连续 , 则 z f(8 эл, &)Аъ, ЖЖЖИ ЖИ BL m 
的 近似 值 ,这 个 和 当 A—0 时 的 极限 就 是 该 物体 的 质量 m ,所 以 
т = [э до. 


二 、 三 重 积分 的 计算 


计算 三 重 积分 的 基本 方法 是 将 三 重 积分 化 为 三 次 积分 来 计算 .下 面 按 利 用 
不 同 的 坐标 来 分 别 讨论 将 三 重 积分 化 为 三 次 积分 的 方法 , 且 只 限于 叙述 方法 . 


1. 利用 直角 坐标 计算 三 重 积分 


假设 平行 于 z 轴 且 穿 过 闭 区 域 Q 内 部 的 直线 与 闭 区 域 2 的 边界 曲面 S 相交 
不 多 于 两 点 .把 闭 区 域 2 投影 到 хОу 面 上 ,得 一 平 
HAKR D, (图 10-29). 以 D. 的 边界 为 准 线 
作 母 线 平行 于 轴 的 柱 面 . 这 柱 面 与 曲面 $ 的 交 
RAS 中 分 出 的 上 、 下 两 部 分 ,它们 的 方程 分 别 为 
SI:z= z(x,y), 
S,:z= z(x,y), 
其 中 z, (z,y) 与 zx:(z,y) 都 是 D,, 上 的 连续 函 
Ж.Н z,(z,y) 委 z:(z,y). 过 D. 内 任 一 点 (z， 
y) 作 平行 于 z 轴 的 直线 ,这 直线 通过 曲面 S, 穿 ме 
入 内 ,然后 通过 曲面 S, 穿 出 4 外 , 穿 人 点 与 ис. 
穿 出 点 的 竖 坐 标 分 别 为 z,(z,y) 与 2,0,5). | 
在 这 种 情形 下 ,积分 区 域 O 可 表示 为 
О = (х,у, х) 1, (х,у) «а, (х,у),(х,у)Єр,, |. 
先 将 х,у 看 做 定 值 ,将 f(x,y,z) 只 看 做 z WRA, EKAL z (x,y), 
z(x,y) EX z 积分 .积分 的 结果 是 z、y 的 函数 , 记 为 下 (z,y), 即 
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(т 


к„(т.у) 
Е(т,у)= | ,f(x,y,2)dz. 


然后 计算 Fr y EAKR D,, 上 的 二 重 积分 


s. (I 


[ғ.у = {ПШ Aey eaz lao. 
b, p t 


Ty 


假如 闭 区 域 
р. =l(z,y)]|yi(z=)<y<y,(x),a<x<bl, 
把 这 个 二 重 积 分 化 为 二 次 积分 ,于 是 得 到 三 重 积分 的 计算 公式 


[| /(х,»,›)ао= [ dz [ dy |, Р(х,у,х)а=. (2) 


y (= 20у) 
公式 (2) 把 三 重 积分 化 为 先 对 z KI у, ЕМ z 的 三 次 积分 . 
如 果 平 行 于 zx 轴 或 y 轴 且 穿 过 闭 区 域 2 内 部 的 直线 与 9 的 边界 曲面 S 相 
交 不 多 于 两 点 ,也 可 把 闭 区 域 Q 投影 到 yOz MERO: 面 上 ,这 样 便 可 把 三 重 
积分 化 为 按 其 他 顺序 的 三 次 积分 .如 果 平 行 于 坐标 轴 且 穿 过 闭 区 域 О 内 部 的 直 
线 与 边界 曲面 S 的 交点 多 于 两 个 ,也 可 像 处 理 二 重 积分 那样 ,把 Q 分 成 若干 部 
分 ,使 0 上 的 三 重 积分 化 为 各 部 分 闭 区 域 上 的 三 重 积分 的 和 . 


例 1 计算 三 重 积分 川 zcdzdydz ,其 中 为 三 个 坐标 面 及 平面 z +2y+ 


<=1 所 围 成 的 闭 区 域 . 

解 ” 作 闭 区 域 2 如 图 10 - 30 所 示 . 

将 Q 投影 到 zOy 面 上 ,得 投影 区 域 D,, 为 三 角形 闭 
区 域 OAB. ER OA ,OB 及 AB 的 方程 依次 为 y= 0. 
X=0 及 x+2y=1, 所 以 


р. = [(z,y)|0<y<1>Z,0< <l. 

在 DD,, 内 任 取 一 点 (z,y), 过 此 点 作 平 行 于 z 轴 的 
直线 ,该 直线 通过 平面 z=0 穿 人 Q 内 ,然后 通过 平面 
z= 二 1 一 x 一 2y 穿 出 Q 外 . 

于 是 ,由 公式 (2) 得 图 10-30 


1 1-3 1-=-2у 
| = | dz | dy | xdz 
0 0 0 


1 


1 -x 
= | хах | (1-®х-2у)ду 
0 0 


=} f < 一 2z + а= 
зата 
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有 时, 我们 计算 一 个 三 重 积分 也 可 以 化 为 先 计算 一 个 二 重 积 分 再 计算 一 个 
定 积分 , 即 有 下 述 计算 公式 . 

设 空间 闭 区 域 

О={(х,у,)|(х,у)Є О,,с,&=<©с,|, 
其 中 D, 是 竖 坐 标 为 z B5)3F 8 #& H] О 所 得 到 的 
一 个 平面 闭 区 域 (图 10-31), 则 有 


[ио |, икс (3) 


例 2 计算 三 重 积分 <*dzdydz, 其 中 0 是 由 


HRE +2, + 2 =1 所 转 成 的 空间 闭 区 域 ры 
R SAMARRA 可 表示 为 


2 
+ ol- ,Sze 
a с 


— 
如 图 10-32 所 示 . 由 公式 (3) 得 


9 


: > 22 
[аа = | z dz [aza = za | (1 - 2.) e de = кан", 
с D =є 


а 


图 10-32 . В 10-33 


2. 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 


WW M(z,y,z) 为 空间 内 一 点 ,并 设 点 M 在 zOy 面 上 的 投影 P 的 极 坐 标 为 
op,0, 则 这 样 的 三 个 数 p,9,z 就 叫做 点 M 的 柱 面 坐标 (图 10 - 33) ,这 里 规定 p, 
。 160, 


0, 的 变化 范围 为 : 
0<ро< + о, 
0<0<2т, 
— oo < x< + оо, 
三 组 坐标 面 分 别 为 
o= 常 数 , 即 以 < 轴 为 轴 的 圆柱 面 ; 
0= 常 数 , 即 过 z 轴 的 半 平 面 ; 
х= Ж, У хОу 面 平行 的 平面 . 
显然 ,点 M 的 直角 坐标 与 柱 面 坐标 的 关系 为 
х = рсоѕ 0, 
| osin 0, (4) 
=. 


现在 要 把 三 重 积分 [esa 中 的 变量 变换 ， 


为 柱 面 坐 标 .为 此 ,用 三 组 坐标 面 o= 常数 ,b= 常数， 
z= 常数 把 Q 分 成 许多 小 闭 区 域 ,除了 含 Q 的 边界 点 
的 一 些 不 规则 小 闭 区 域外 ,这 种 小 闭 区 域 都 是 柱 体 . 今 . 
考虑 由 p,0,z 各 取得 微小 增 量 dp ,db ,dz 所 成 的 柱 体 
的 体积 (图 10 - 34). 这 个 体积 等 于 高 与 底面 积 的 乘 
积 .现在 高 为 dz、 底 面积 在 不 计 高 阶 无 穷 小 时 为 
odod0 ( 即 极 坐标 系 中 的 面积 元 素 ) ,于 是 得 
ао = odod0dz , 

这 就 是 柱 面 坐标 系 中 的 体积 元 素 .再 注意 到 关系 式 (4) ,就 有 

с. 2)drdydz = Fe,0,#)edpdodz, (5) 
其 中 F(o,0,z=)= f(ocos 9,psin 09,z).(5) 式 就 是 把 三 重 积分 的 变量 从 直角 坐 
标 变 换 为 柱 面 坐 标的 公式 . 至 于 变量 变换 为 柱 面 坐 标 后 的 三 重 积分 的 计算 , 则 可 


化 为 三 次 积分 来 进行 .化 为 三 次 积分 时 ,积分 限 是 根据 p ,9,z 在 积分 区 域 4 中 
的 变化 范围 来 确定 的 ,下 面 通过 例子 来 说 明 . 


例 3 利用 柱 面 坐标 计算 三 重 积分 ji|zdzrdydz, 其 中 2 是 由 曲面 


xz = z? + 史 与 平面 z=4 所 围 成 的 闭 区 域 . 
解 ” 把 闭 区 域 9 投影 到 zOy 面 上 ,得 半径 为 2 的 圆 形 闭 区 域 
D, = l(e,0)|0< Í <2,0<0<2x|. 
在 DD, 内 任 取 一 点 (p,9), 过 此 点 作 平 行 于 z 轴 的 直线 ,此 直线 通过 曲面 = = 
зу ЛА Q 内 ,然后 通过 平面 z=4 穿 出 Q 外 .因此 闭 区 域 \Q 可 用 不 等 式 
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р«<2:<4,0<р0<2,0<0<2я 
来 表示 .于 是 | 


2: 2 4 
[раа = |. |. 46|, ede | ‚ zdz 
64 


1 1 2 
=3 [, dg 人 0(16- *)до =-у* с; -zp | =fr. 
"з. 利用 球面 坐标 计算 三 重 积分 


设 MCz,y,z) 为 空间 内 一 点 , 则 点 M 也 可 用 这 样 三 个 有 次 序 的 数 ,p,6 
来 确定 ,其 中 r 为 原点 O 与 点 М 间 的 距离 ,yq 为 有 向 线段 GM 与 = 轴 正 向 所 夹 
的 角 ,6 为 从 正 z 轴 来 看 自 z 轴 按 逆 时 针 方 向 转 到 有 向 线段 O 疡 的 角 , 这 里 P 为 
点 M 在 zxOy 面 上 的 投影 (图 10 - 35). 这 样 的 三 个 数 +,p,9 叫做 点 M 的 球面 从 
标 , 这 里 r,p,0 的 变化 范围 为 
0< r< + co, 
0<ф&©т, 
0<0=<2x. 
三 组 坐标 面 分 别 为 
r 二 常数 ， 即 以 原点 为 心 的 球面 ; 
9p= 常 数 ， 即 以 原点 为 顶点 .z 轴 为 轴 的 圆锥 面 ; 
9= 常 数 , 即 过 < 轴 的 半 平 面 . 
设 点 M 在 zOy 面 上 的 投影 为 P, 点 P E z 轴 
上 的 投影 为 A, 则 OA=z,AP=y,PM=z. 又 
OP = rsin ф,2 = rcos Ф. 
因此 ,点 М 的 直角 坐标 与 球面 坐标 的 关系 为 
Tog rsin gcos б, 


10-35 


= OPsin 0= rsin psin 0, | (6) 
z = rcos 

“为 了 把 三 重 积分 中 的 变量 从 直角 坐标 变换 为 球 
面 坐标 ,用 三 组 坐标 面 к=, 9 三 常数 ,9= 常数 
把 积分 区 域 4 分 成 许多 小 闭 区 域 .考虑 由 +, Фф, 0 
各 取得 微小 增 量 dr ,dp,db 所 成 的 六 面体 的 体积 
(图 10-36). 不 计 高 阶 无 穷 小 ,可 把 这 个 六 面体 看 
做 长 方 体 ,其 经 线 方向 的 长 为 rdo , 纬 线 方向 的 宽 为 

аси dr, 于 是 得 

dv= r’sing drdpd0， 

这 就 是 球 画 坐标 系 中 的 体积 元 素 . 再 注意 到 关系 式 
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(6) ,就 有 
[| =.» )4=ау«= [|For singarapas, (7) 


其 中 F(r, 9， Е flrsin pcos 0, rsin фзіп 0, rcos Ф). (7) 式 就 是 把 三 重 积分 的 
变量 从 直角 坐标 变换 为 球面 坐标 的 公式 . 
要 计算 变量 变换 为 球面 坐标 后 的 三 重 积分 ,可 把 它 化 为 对 rr、 对 p 及 对 0 的 
三 次 积分 . 
若 积分 区 域 0 的 边界 曲面 是 一 个 包围 原 点 在 内 的 闭 曲面 ， АЖЕ 
为 >=r(p,0), 则 
= r= (ЕС, 8.0) sin ф drdpdb 


= | d0 k de F(r,e,0)r°sin ç dr. 

当 积 分 区 域 О 为 球面 >= а 所 围 成 时 , 则 

[= |, ao f 42 (, Frp 0 ый ф дг. 
特别 地 , 当 F(r,g,9)=1 时， BE 

V= dg |" sin рар | гах = -2:24 = Íra, | 

ито Ж. 

#14 求 半径 为 a 的 球面 与 半 顶 角 为 a 的 内 接 锥 
面 所 围 成 的 立体 (图 10 — 37) 的 体积 . 

解 ” 设 球面 通过 原点 O, 球 心 在 z 轴 上 ,又 内 接 
锥 面 的 顶点 在 原点 O ,其 轴 与 < 轴 重合 , 则 球面 方程 =з 
为 r=2acos 9 , 锥 面 方程 为 p= a. 因 为 立体 所 占有 的 空间 闭 区 域 Q 可 用 不 
等 式 


0<г<2асозф,0<фр&е,0©0<2т 
来 表示 ,所 以 | f 


2 а 2а ав ф 
V = |a p ardgao= | ao f ap| sn pir 
0 
n ; 


pa | 2асв 
=2r | sin рар | Pdr= La f œœ феіп фар 
о о 


_ 4ка? 4 
т (1— соз а). 
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2] 题 10-3 


1. 化 三 重 积分 [= 全 ez,y>?azayaz 为 三 次 积分 ,其 中 积分 区 域 4 分 别 是 : 
0 | ЕУ 


(1) 由 双 曲 抛物 面 zy = z 及 平面 zx+y-1=0,z=0 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(2) 由 曲面 z = x* + y* 及 平面 z=1 所 围 成 的 闭 区 域 ; 
(3) 由 曲面 z=x?+2y 及 z=2- 工 ` 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


(4) 由 曲面 cz = ху (c>0) ,五 + 六 =1,z=0 所 围 成 的 在 第 一 填 限 内 的 并 区 域 


2. 设 有 一 物体 ,占有 空间 闭 区 域 02=|(х,у,)|0<х<1,0<у<1,0<е<1|,ЕҖ 
(Zz,y,z) 处 的 密度 为 po(z,y,z)= 工 +y+z, 计 算 该 物体 的 质量 . 


3. 如 果 三 重 积分 f. y, z)dzdydz 的 被 积 函 数 7(z,y,z) 是 三 个 函数 f, (z). 
记 (y)、 记 (z) 的 乘积 , 即 f(z,y,z)= filr) р (у) flez), 积分 区 域 0 = {(х,у,)|а<т 
<`5,с<у<4,1<< т} ,证 明 这 个 三 重 积分 等 于 三 个 单 积分 的 乘积 , 即 
[л сл ›)бе)атдуа« = [лса [ло [7 уса). 
; 
4. 计算 ey zadzdydz, 其 中 0 是 由 曲面 = = zy 与 平面 y= z,z= 1 0 z= 0 所 力 成 的 
闭 区 域 ， | | 
5. x= ,其 中 Q 为 平面 z=0,y=0,z=0， туа 1 所 图 成 的 四 
ШЖ. | | S 
6. 计算 |||ryzdrdydz ЖФ 0 HRM r’ +y + z = 1 及 三 个 坐标 面 所 围 成 的 在 第 一 卦 
限 内 的 闭 区 域 
7. 计算 用 zzdzdydz, 其 中 Q 是 由 平面 z=0,z= у,у=1 以 及 抛物 柱 面 y= = PIR 
HAKR. _ | | | 
в. 计算 |=azdydz ,其 中 9 веша рм у ЖШ се h (R>0,h>0) BE 


成 的 闭 区 域 . 
9. 利用 柱 面 坐标 计算 下 列 三 重 积分 : 


(1) ао, + 2 Er HIHI z = / 2- x -y R z= x? + уг 所 围 成 的 闭 区 域 
n 
о || (22+ y jdu, ДР Q АН + у =2« 及 平面 z=2 所 围 成 的 闭 区域 . 


:10. 利用 球面 坐标 计算 下 列 三 重 积分 : 
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о {| ty во Ди п жнг + 2 + 4° =1 所 图 成 的 闭 区 域 

(2) jzdw ,其 中 闭 区 域 2 ARER +y + (z -— a) <a? ,z? +y Kz 所 确定 . 

11, 选用 适当 的 坐标 计算 下 列 三 重 积分 ， 

(1) Гао о 为 柱 面 z? + 六 =1 及 平 商 z=1,z=0,z=0,y=0 所 围 成 的 在 第 一 
寺 限 内 的 闭 区 域 ; 

о | 27 ya as ah a RnB уге 所 图 成 的 了 区域， 


о [este о вай аео? урен a= 5 所 围 成 的 闭 区 域 ; 


(ч) [| do дн о 由 不 等 式 0<a<Y уе СА, > 所 确定 . 


12. 利用 三 重 积分 计算 下 列 由 曲面 所 围 成 的 立体 的 体积 : 

(1) z=6-z2-y K z=/ х? + у; 

(2) t? + y + 2? =2az (а>0)Ж r ty = z (EA = ВЈ); 

(3) z=V r ty х= л? +y; 

(4) z=V 5-r -y Rr’ + у =4z. 

“13. 求 球体 "<a 位 于 锥 面 p= 号 和 p= 了 "之 间 的 部 分 的 体积 。 

14. 求 上 .下 分 别 为 球面 r + у! + о =2 和 抛物 面 z= z? + у? 所 围 立 体 的 体积 。 

“15. 球 心 在 原点 ,半径 为 R 的 球体 ,在 其 上 任意 一 点 的 密度 的 大 小 与 这 点 到 球 心 的 距离 
成 正比 , 求 这 球体 的 质量 . | 


ЖЭ 3TR2ArBJD H 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 曲 顶 柱 体 的 体积 .平面 薄片 的 质量 可 用 二 重 积分 计算 ， 
空间 物体 的 质量 可 用 三 重 积分 计算 .本 节 中 我 们 将 把 定 积分 应 用 中 的 元 素 法 推 
广 到 重 积分 的 应 用 中 ,利用 重 积分 的 元 素 法 来 讨论 重 积分 在 几何 物理 上 的 一 些 
其 他 应 用 . 


一 、 曲 面 的 面积 


设 曲面 S 由 方程 
х= f(x ,y) 
给 出 ,D 为 曲面 S 在 zxOy 面 上 的 投影 区 域 ,函数 f(z,y) 在 D 上 具有 连续 偏 导 
ЖУ. (х,у) f,(z,y). 要 计算 曲面 S 的 面积 A 
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在 闭 区 域 D 上 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 dc (这 小 闭 区 域 的 面积 也 记 作 do ). 在 
dc 上 取 一 点 P(z,y), 对 应 地 曲面 S 上 有 一 点 
M(xz,y,f(z,y)), 点 M 在 хОу 面 上 的 投影 即 点 
P. 点 M 处 曲面 S 的 切 平面 设 为 T( 图 10- 38). 以 
小 闭 区 域 do 的 边界 为 准 线 作 母 线 平行 于 z 轴 的 柱 
面 ,这 柱 面 在 曲面 S 上 截 下 一 小 片 曲面 ,在 切 平面 
人 上 截 下 一 小 片 平面 .由 于 ас 的 直径 很 小 , 切 平面 
T 上 的 那 一 小 片 平 面 的 面积 dA 可 以 近似 代替 相 
应 的 那 小 片 曲面 的 面积 . 设 点 M 处 曲面 S 上 的 法 
线 (指向 朝 上 ) 与 z 轴 所 成 的 角 为 7, 则 


_ deg 图 10-38 


因为 COS ys a эз с: „м 
М1+ 2 (х,у) + Р(х,у) 


所 以 | 4дА=/1+ № (х,у) + f, (z ,y)do. 


O ЎЕШ П, M 的 夹 角 为 0 (ИВ), П, 上 的 闭 区 域 D ТЕП, 上 的 投影 区 域 为 Du, 则 D 的 面 
ЩА 与 Do 的 面积 o 之 间 有 下 列 关系 : 
A=— 
| | ú соз 0` | 
事实 上 , 先 假定 D 是 矩形 闭 区 域 , 且 其 一 边 平行 于 平面 П.П, 的 交 线 1, 边 长 为 a, 另 一 边 长 为 6 (图 
10- 39), Do 也 是 矩形 闭 区 域 , 且 边 长 分 别 为 a 及 bcos 0, 从 而 
g = abcos 0 = Acos 0,- 


20 
即 А= 7: 


在 一 般 情况 ,可 把 D 分 成 上 述 类 型 的 m 个 小 矩形 闭 区 域 (不 计 含 边 界 点 的 不 规则 部 分 ) , 则 小 矩形 闭 区 域 


m 
加 
220 


2; е5 = _ £= 
(k=1,2, L D А, соз EEN 


“д 


的 面积 А, 及 其 投影 区 域 的 面积 mx 之 间 符 合 A = 


cos 0 


闭 区 域 的 直径 中 的 最 大 者 趋 于 零 , 取 极 限 便 得 A= — 5: 
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这 就 是 曲面 S 的 面积 元 素 ,以 它 为 被 积 表 达 式 在 闭 区 域 D 上 积分 ,得 
A= | 1+ №2 (х,у) + (z,y)do. 


А - |4 1+ (3) А (ЕГ aray i 
这 就 是 计算 曲面 面积 的 公式 ， 


设 曲 面 的 方程 为 z=g(y,z) 或 y= Кб, 工 ) ,日 可 分 别 把 曲面 投影 到 yOx 面 
上 (投影 区 域 记 作 D. ) 或 zOz 面 上 (投影 区 域 记 作 Da), 类 似 地 可 得 


上 式 也 可 写成 


5 за" 
或 4 由 全 29 ) + (32) dzdz. 
2 | 


1 求 半径 为 a 的 球 的 表面 积 . 


解 取 上 半球 面 方程 为 z= 二 Va -r — y° MWEE хОу 面 上 的 投影 区 域 D 
=|(z,y)|zr’ + уа? |. 


аа ЛЕЕ И: Е у. _..ү 
дх Га? ~ х? — у? ду а — 2? — у? 
2 2 
EE 
=) 495) аа у? 


因为 这 函数 在 闭 区 域 D 上 无 界 ,我 们 不 能 直接 应 用 曲面 面积 公式 .所 以 先 取 区 
R D =fr, y) 1х2 ty Kb) (0<2<a) 为 积分 区 域 ,算出 相应 于 D, 上 的 球 
面 面 积 А, 后 , 令 b>a ЖА, 的 极限 中 就 得 半球 面 的 面积 . 
A = || — 3 = axa 
a ss: а 
利用 极 坐标 ,得 | 
Ars Mauda d |70905 
|z = а Р а |. |, va = p° 
52ra | grala- Va), 


”这 极限 就 是 函数 一 < 一 在 闭 区 域 D 上 的 所 谓 反 党 二 生 积 分 . 
W = EM D ЕМИЕ С 
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于 是 lim А, =lim2za(a -V a? — b°) =2ra?. 
这 就 是 半 个 球面 的 面积 ,因此 整个 球面 的 面积 为 
А =4та}?. 
例 2 设 有 一 颗 地 球 同步 轨道 通信 卫星 , 距 地 面 的 高 度 为 h = 36 000 km , 运 
行 的 角速度 与 地 球 自转 的 角速度 相同 . 试 计 算 该 通信 卫星 的 覆盖 面积 与 地 球 表 
面积 的 比值 (地 球 半 径 R = 6 400 km). 
解 ” 取 地 心 为 坐标 原点 ,地 心 到 通信 卫星 中 心 的 
连 线 为 = 轴 , 建 立 坐 标 系 ,如 图 10 40 Pr. 
通信 卫星 履 盖 的 曲面 > 是 上 半球 面 被 半 顶 角 为 
а 的 圆锥 面 所 截 得 的 部 分 .3 的 方程 为 
z=/ R° д? у? ,z2 + y2< R2sin? a. 
于 是 通信 卫星 的 覆盖 面积 为 
a= 07 676 
= | к= дау: 
其 中 D, 是 曲面 王 在 zOy 面 上 的 投影 区 域 ， 
D.,={(z,y)|z+y 和 Rsin al. 
利用 极 坐 标 ,得 


2x Rsin a Р Rsin a 
2 oÍ eS R| НИНЕ 3 
A жел л 


=2xR2(1 — cos a). 


由 于 cos а = р. КАЕ 


A=2=R° (1 ] =2nR? р 


__Е 
R+h R+h' 
由 此 得 这 颗 通信 卫星 的 覆盖 面积 与 地 球 表 面积 之 比 为 
A. i 36100. луна; 
4nR? 2(R+h) 2(36+6.4)+10 7 ` 


由 以 上 结果 可 知 ,卫星 覆盖 了 全 球 三 分 之 一 以 上 的 面积 , 故 使 用 三 里 相同 
子 x 角 度 的 通信 卫星 就 可 以 覆盖 几乎 地 球 全 部 表面 ， 


“利用 曲面 的 参数 方程 求 曲面 的 面积 
车 曲面 S 由 参数 方程 
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r==x(u,o), 

рен (и,0) Єр 
х= (и, о) 

给 出 ,其 中 D 是 一 个 平面 有 界 闭 区 域 ,又 (и, о), у(и, о), z(u, v)ÆŒ р ЕА 

有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , EL 


д(х,у) 9(y,z) 9(z，, 工 ) 
Ilu, v)? Jlu,v)? д(и,тш 


不 全 为 零 , 则 曲面 S 的 面积 
A= || УЕб- каша», 
其 中 
Е=хж„+у„ tzi, 
F= wre ty Yt Zi" vo 
G=r ty + х3. 


下 面 我 们 对 例 2 用 球面 的 参数 方程 按 上 述 公式 来 进行 计算 . 
> 的 参数 方程 为 
z= Rsin ф cos 0， 


у= Rsin рб, (yp,0)EDo， 


z= К соз ф, 
这 里 О„=1(ф,0)|0<&ф<а,0<0<2т|. 
由 于 / EG- Е = №? sin Ф, 
于 是 
A = [756 ғ'авае 
0 
. 2x га 
= Е раріб= R° | de | sinp д. 
0 0 
ç 
_ 2 Е 至 2 А 
SARR (1 -cos а) = 27К RFR 
二 、 质 心 
先 讨论 平面 薄片 的 质心 . 
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RE хОу 平面 上 及 个 质点 ,它们 分 别 位 于 点 (ziyy), (zy )，…， 
(z, ,为 ) 处 ,质量 分 别 为 .mm 由 力学 知道 ,该 质点 系 的 质心 的 坐标 
为 


其 中 M= У т, 为 该 质点 系 的 总 质量 ， 


М, = 2; mz;, М, = >, m,y; o 
分 别 为 该 质点 系 对 y = шу. 

设 有 一 平面 薄片 ,占有 хОу 面 上 的 闭 区 域 D, 在 点 (z， y) 处 的 面 密度 为 
A(z,y), 假 定 u(xz,y) 在 D 上 连续 .现在 要 找 该 薄片 的 质心 的 坐标 . 

在 闭 区 域 D 上 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 do (这 小 闭 区 域 的 面积 也 记 作 
do),(z,y) 是 这 小 闭 区 域 上 的 一 个 点 .由 于 do 的 直径 很 小 , 且 w(z,y) 在 D 上 
连续 ,所 以 薄片 中 相应 于 dc 的 部 分 的 质量 近似 等 于 (zx,y)do, 这 部 分 质量 可 
近似 看 做 集中 在 点 (z,y) 上 ,于 是 可 写 出 静 和 矩 元 素 dM, 及 dM. : 

dM, =zxp(xz,y)do, dM, = уџ(х,у)ас. 
以 这 些 元 素 为 被 积 表达 式 ,在 闭 区 域 D 上 积分 , 便 得 


M, = Ika M,= Јес): 
又 由 第 一 节 知 道 ,薄片 的 质量 为 
M= |tz. yao. 
所 以 ,薄片 的 质心 的 坐标 为 
| 252222 


ew „зм [де 


如 果 薄 片 是 均匀 的 , 即 面 密度 为 常量 ， 则 上 式 中 可 把 п 提 到 积分 记号 外 面 
并 从 分 子 、 分母 中 约 去 ,这 样 便 得 均匀 薄片 的 质心 的 坐标 为 


1 
z= д |=, у= А] ydo, (1) 


[есу 
-_М,_ р 


х = М 


М 


х 


其 中 A= Ја 为 闭 区 域 D 的 面积 . T ESTEET D 的 形状 所 
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决定 .我 们 把 均匀 平面 薄片 的 质心 叫做 这 平面 薄片 所 占 的 平面 图 形 的 形 心 . 因 
此 ,平面 图 形 D 的 形 心 的 坐标 ,就 可 用 公式 (1) 计 算 . 

例 3 求 位 于 两 圆 p=2sin 0 和 po=4sin 0 Z B] 
的 均匀 薄片 的 质心 (图 10 - 41). 

解 因为 闭 区 域 D 对 称 于 yy 轴 , 所 以 质心 
C(z,y) 必 位 于 y 轴 上 ,于 是 z=0. 

再 按 公式 

y A] уда | 

计算 y. 由 于 闭 区 域 D. 位 于 半径 为 1 与 半径 为 2 的 
两 圆 之 间 , 所 以 它 的 面积 等 于 这 两 个 圆 的 面积 之 8 10-41. 
差 , 即 A = 3x. 再 利用 极 坐 标 计算 积 


| [а = [е зв bdpdb= | sin 0d0 N de 
° | ' i | 2sin 


3f sin 0d0 = 7х. 


因此 Jg 


поа с(о.2). 


类 似 地 ， 占有 空间 有 界 闭 区 域 о ЖЕҢ (х,у, zx) 处 的 密度 为 ， Уб. y, z) (8 
ЖЕ o(z,y,z) 在 2 O ` Š 


| і 
ы || ес, z)do, у= м ylz, y,z)dv, = || эо, 
其 中 M= «э, 34у. 


"а 求 均匀 半球 体 的 质心 . 
解 ” 取 半球 体 的 对 称 轴 为 z 轴 ， 原点 取 在 球 心 上 ， 又 设 球 半 径 为 a , 则 半球 
体 所 占 空间 闭 区 域 _ 
NR=|(x,y,z)l| z’ Ey Pe ,z>01. 
显然 ,质心 在 «ШЕ, z= y=0. 


z = М [а Е y [|а 


其 中 V = 2да? 为 半球 体 的 体积 


V 
> 2x 5 а 
|] = = ||== pr sin gdrded0 = | 40 | cos ọsin pde Í r` dr 
0 0 0 
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先 讨 论 平 面 薄片 的 转动 惯量 . 

设 在 0y FMLA n 个 质点 ,它们 分 别 位 于 点 (zi,yi)， быр куз 
y, ) 处 ;质量 分 别 为 mm om, AJFEN, КААТ x 轴 以 及 对 于 y 
轴 的 转动 惯量 依次 为 

1„ = = Dyim,, I, = = У) zm. 

设 有 一 薄片 ,占有 «Оу B k ñ Bl C D, # Ë (=, y) Ж ИЯНЕ 
A(z,y), 假 定 u(xz,y) 在 D 上 连续 .现在 要 求 该 薄片 对 于 + 轴 的 转动 惯量 工 
以 及 对 于 y ЯНКО Е НЧЕ Т, 

应 用 元 素 法 .在 闭 区 域 D 上 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 de (这 小 闭 区 域 的 面 
积 也 记 作 dc),(z,y) 是 这 小 闭 区 域 上 的 一 个 点 .因为 dc 的 直径 很 小 , 且 
plr, yE D 上 连续 ,所 以 薄片 中 相应 于 dc 部 分 的 质量 近似 等 于 p(xz,y)do， 
Os i pha ja. janani x 铀 以 及 对 于 
у 轴 的 转动 惯量 元 素 : 

dl,=y py(z,y)do, а, == Aa y)do. 
以 这 些 元 素 为 被 积 表达 式 ， 在 闭 区 域 D 上 积分 ， 便 得 


n= [> рб(х,у)іс, „= |= р(х, у)ас. 


015 求 半径 为 a 的 均匀 半 加 薄片 ( 面 密度 为 党 
量 xz) 对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 . | 

解 ” 取 坐标 系 如 图 10 — 42 所 示 , 则 薄片 所 占 闭 
区 域 


=|(=,y)|z? + у<а?,у201, 
而 所 求 转动 惯量 即 半圆 薄片 对 于 > 轴 的 转动 惯量 了 . 


I. = Janae =й Je sin? 0dod0 
D D 


| =н | 46 | о?зїп? Odp 
0 0 
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其 中 M= =a? u 为 半圆 薄片 的 质量 . 


类 似 地 ,占有 空间 有 界 闭 区 域 Q .在 点 (zx,y,z) 处 的 密度 为 po(z,y,z) В 
定 po(z,y,z) 在 Q 上 连续 ) 的 物体 对 于 xz、y、z 轴 的 转动 惯量 为 


„= [| (y += )o(z,y,z)do, 
a 

I, = [ (22 +z')eo(z,y,z)do, 
n 


I. = [| (2 +y )o(z,y,z)du. 


"B| 6 求 密度 为 o 的 均匀 球体 对 于 过 球 心 的 一 条 轴 : 的 转动 惯量 . 
解 ” 取 球 心 为 坐标 原点 , z 轴 与 轴 / 重合 ,又 设 球 的 半径 为 a, 则 球体 所 占 
空间 闭 区 域 
Q=i(r,y,z)|r + у +z Ka’). 


所 求 转动 惯量 即 球 体 对 于 z 轴 的 转动 惯量 为 
І, = [| (х? + у?) рдо 


Я | (rsin pcos 0 + ғ? ѕіп? psin 0) г? іп pdrdpdð 


б 
=e ||: зіп? pdrded0 = e| TAN sin еде |, r dr 


D 


5 px 
=в.2т | sin odg 
0 
= 2ла*р-2= a M, 


其 中 M = ха? p 为 球体 的 质量 . 


四 、 引 力 


下 面 讨论 空间 一 物体 对 于 物体 外 一 点 Pol to, уо ;zo) 处 的 单位 质量 的 质点 

的 引力 问题 . | 
设 物 体 占有 空间 有 界 闭 区 域 0 , 它 在 点 (z,y,z) 处 的 密度 为 o(z ,y,z) ,并 
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假定 o(z,y,z) 在 Q 上 连续 .在 物体 内 任 取 一 直径 很 小 的 闭 区 域 dv( 这 闭 区 域 
的 体积 也 记 作 dz),(z,y,z) 为 这 一 小 块 中 的 一 点 .把 这 一 小 块 物体 的 质量 pdv 
近似 地 看 做 集中 在 点 (z,y,z) 处 .于 是 按 两 质点 间 的 引力 公式 ,可 得 这 一 小 块 物 
体 对 位 于 Po( zo ,yo ,zo) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 近似 地 为 
dF = (dF, ‚dF, ,dF.) 
GC к р е 


дз = 
r 


其 中 dF,, dF,, dF, 为 引力 元 素 dF 在 三 个 坐标 轴 上 的 分 量 , = 


М (z-z) + (у-у) + (z z) ,G 为 引力 常数 .将 dF, ,dF,,dF, ЖО 上 分 
别 积分 , 即 得 
Е =(F,,F,,F,) 


_ Со(х,у,2)(х- х0) = Ср(х,у, х)(у- yo) 
II АВАЛ sj резо, 


r r 


[220 =u, 


如 果 考 虑 平面 薄片 对 薄片 外 一 点 P, (хо, yo + zo ) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引 
力 , 设 平 面 薄片 占有 хОу 平面 上 的 有 界 闭 区 域 也 ,其 面 密度 为 &(z,y) ,那么 只 
要 将 上 式 中 的 密度 р(х, у, z) 换 成 面 密度 (ZX,y), 将 0 上 的 三 重 积分 换 成 D 
上 的 二 重 积分 ,就 可 得 到 相应 的 计算 公式 . 

例 7 设 半径 为 R 的 匀 质 球 占 有 空间 闭 区 域 Q= |(z,y,z)| z° +y + 
22 R| . 求 它 对 位 于 М,(0,0,а) (a>>R) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 

解 ” 设 球 的 密度 为 oo ,由 球体 的 对 称 性 及 质量 分 布 的 均匀 人 性 知 F. = Е, = 
0 ,所 求 引 力 沿 z 轴 的 分 量 为 


F; = (св 09 
3 [r+ у + (2-а)? ]2 


R 
= Goo | (z — a)dz ахду 
-R 


кз 
ealz ty (ана) 


r +y SR- 
d 


R ы VR- 


R 1 
=2яб |. G = пт)“ 
= 2zGø |- 2R + L| (z - a)d V R° — 2az + a° | 
: -R Ж . 
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2Е? 

=2xGp ( - 26 +282, | 
_ n mR 1__М 
G*— o = б=т, 


д = EË, 为 球 的 质量 .上 述 结果 表明 :与 质 球 对 球 外 一 质点 的 引力 如 同 
球 的 质量 集中 于 球 心 时 两 质点 间 的 引力 ， 


2] 题 10-4 


1. RRE r +y +x?=a? 会 在 圆柱 面 xz? + y = ах 内 部 的 那 部 分 面积 ， 

2. 求 锥 面 z= w + у ЕТ 22 =2х 所 割 下 部 分 的 曲面 面积 . 

3. 求 底 圆 半径 相等 的 两 个 直 交 圆柱 面 z*?+y = R2 及 x° + R 所 围 立体 的 表面 
积 . 

4. 设 薄 片 所 占 的 闭 区 域 D 如 下 , 求 均匀 薄片 的 质心 ; 

(1) 吕 由 y=V2pr ,z=zxo,y=0 MAR; 

(2) D 是 半 祷 回 形 闭 区 域 |(z,y)127+ т<, у;>о |, 

(3) D 是 介 于 两 个 圆 p = acos 9,p= bcos 6 (0<a<5) 之 间 的 闭 区 域 . 

5. 设 平面 薄片 所 占 的 闭 区 域 D 由 抛物 线 y= z? 及 直线 y= x 所 围 成 , 它 在 点 (z,y) 处 
的 面 密度 w(z,y) = z?y, 求 该 薄片 的 质心 . 

6. 设 有 一 等 腰 直 角 三 角形 游 片 , 采 长 为 a ,各 点 处 的 面 密度 等 于 该 点 到 直角 顶点 的 距离 
的 平方 , 求 这 薄片 的 质心 . 

7. 利用 三 重 积分 计算 下 列 由 曲面 所 围 立体 的 质心 ( 设 密度 p=1): 

а) z == +y ,z=1; 

(2) z= 二 z=0; 

(3) == >° + у ‚т+у=а,х=0,у=0,е=0. 

`8. 设 球体 占有 闭 区 域 0= (zx,y,z)lx?+y + *<2Ке}, 它 在 内 部 各 点 处 的 密度 的 大 
小 等 于 该 点 到 坐标 原点 的 距离 的 平方 . 试 求 这 球体 的 质心 . 

9. 设 均匀 薄片 ( 面 密度 为 常数 1) 所 占 闭 区 域 D 如 下 , 求 指定 的 转动 惯量 : 


(1) D= (z+ < JR L; 


(2) рй 8 у = 了 与 直线 了 = 2 Й Ж, MI: 


(3) D 为 矩形 闭 区 域 |(z,y)10 委 z 和 ua,0 委 y 委 中 , 求 上 和 工 . 
10. 已 知 均匀 矩形 板 ( 面 密度 为 常量 w) 的 长 和 宽 分 别 为 b 和 户 ,计算 此 矩形 板 对 于 通过 
其 形 心 且 分 别 与 一 边 平行 的 两 轴 的 转动 惯量 . 
1. 一 均匀 物体 (密度 p 为 常量 ) 占 有 的 闭 区 域 Q 由 曲面 > = x? + y: 和 平面 > = 0, 
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|21 =а,1у=а 所 围 成 ， 

(1) 求 物体 的 体积 ; 

(2) ЖЖЖ; 

(3) 求 物体 关于 z 轴 的 转动 惯量 . 

12. REBA a \ 高 为 六 的 均匀 圆柱 体 对 于 过 中 心 而 平行 于 母线 的 轴 的 转动 惯量 ( 设 密 
HE p=1). | | 

13. 设 面 密度 为 常 重 y 的 匀 质 半圆 环形 薄片 占有 闭 区 域 D= |(z,y,0)| R, < z + y 
<R,,+>0| , 求 它 对 位 于 z 轴 上 点 М, (0,0,а) (a>0) 处 单位 质量 的 质点 的 引力 F. 

14. 设 均匀 柱 体 密 度 为 p, 占 有 闭 区 域 D = {(z,y,z)|x + y KSR KSh], RER 
于 位 于 点 Mo(0,0,a) (a>A) 处 的 单位 质量 的 质点 的 引力 . 


“第 五 节 含 参 变量 的 积分 


i [/(z,y) 是 矩形 ( 闭 区 域 )R=[a,b]x[c,d] 上 的 连续 函数 .在 [a,b5] 上 
任意 取 定 z 的 一 个 值 ,于 是 f(z,y) 是 变量 y 在 [c,&] 上 的 一 个 一 元 连续 函数 ， 
从 而 积分 


КОЕТ 


存在 ,这 个 积分 的 值 依 藉 于 取 定 的 > 值 . 当 z 的 值 改变 时 ,一 般 说 来 这 个 积分 的 
值 也 跟着 改变 .这 个 积分 确定 一 个 定义 在 [a,5] 上 的 х 的 函数 ,把 它 记 作 p(xz)， 
即 


p(z)= | f(z,3)dy (а<&х<Ь). | (1) 


这 里 变量 xz 在 积分 过 程 中 是 一 个 常量 ,通常 称 它 为 参 变 量 , 因 此 (1) 式 右 端 是 一 
个 含 参 变量 r 的 积分 ,这 积分 确定 z 的 一 个 函数 pp(z), 下 面 讨论 关于 p(z) 的 
一 些 性 质 . 

定理 1 MRAR F(z,y) 在 矩形 R=[a,2]x[tc,d] 上 连续 ,那么 由 积分 
(1) 确 定 的 函数 g(x) 在 [a,b5] 上 也 连续 . 

证 设 z 和 x+Az Ela, b] ELARA, N 


BO E уе [ б жийи УЫ. (2) 
由 于 /(z,y) 在 闭 区 域 R 上 连续 ,从 而 一 臻 连续 .因此 对 于 任意 取 定 的 。>0, 存 
在 8>0, 使 得 对 于 R 内 的 任意 两 点 (z, ,yi ) 及 (za,y) ,只 要 它们 之 间 的 距离 小 
+ 5,80 

(r=) + (y; y.) < ó, 
就 有 
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| f( <=; , 2) - /(х\,у,)|<є. 

因为 点 (z+Azr,y) 与 (z,y) 的 距离 等 于 |Az| WAK Arl 时 ,就 有 
[f(z+Azr,y)- f(z,y)|<e, 

于 是 由 (2) 式 有 

[g(rz+Azr)- op(z)| 


<f А +Ах, у) – f(z=,y)|dy<e(d- c). 


所 以 g(z) 在 [a,b] 上 连续 . | 
既然 函数 p(z) 在 [a ,5] 上 连续 ,那么 它 在 [a ,5b] 上 的 积分 存在 ,这 个 积分 
可 以 写 为 


[кошт ее [ш [уу 
右 端 积分 是 函数 Р(х,у) у 后 对 z 的 二 次 积分 . 当 /(х,у) Ж ЁК L Ë 
续 时 , f(z,y) 在 RR 上 的 二 重 积分 | 7(,>)dzdy 是 存在 的 ,这 个 二 重 积分 化 为 
一 次 积分 来 计算 时 ,如 果 先 对 у 后 对 z 积分 ， 就 是 上 面 的 这 个 二 次 积分 .但 二 重 
s усе, y)dzdy 也 可 化 为 先 对 z 后 对 y 的 二 ква Í | Ü f(z,y)dz ]dy, 


因此 有 下 面 的 定理 2， 
定理 2 ШЖ (х,у) ЕЮ R=[a,5]x[c,d] 上 连续 , 则 
f [renoj f [freo о 
公式 (3) 也 可 写成 
[а [лса [ау | уб«,у)ат. (3) 


下 面 考虑 由 积分 (1) 确 定 的 函数 P(z) 的 微分 问题 . 
定理 3 如 果 函 数 f(x,y) 及 其 偏 导 数 f. (xz,y) 都 在 矩形 R=[a,6b] x 
[c,d] 上 连续 ,那么 由 积分 (1) 确 定 的 函数 p(z) 在 [a,5] 上 可 微分 ,并 且 


Ф'(=)= д | rz,y)dy= [л.с у?е. (4) 

证 因为 pg(z)= lim РСА) (2) ATR g(r) BAMAR) 
作出 增 量 之 比 

| РО +2) рб). - [£ flatar.) f(z,y)qy (5) 


ТЭБ ss os ° м 
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— SS 
= р. (х,у) + n(z,y,Az), (6) 


其 中 0<0<1,|17| 可 小 于 任意 给 定 的 正 数 es, 只 要 |Az| 小 于 某 个 正 数 5. 因 此 
[осоо |< [еа еа о (|Ахт|<8), 


这 就 是 说 lim Í ў(х,у,Ах)ду=0. 
由 (5) 及 (6) 有 
pe 人 ydy+ [| TEF SEDIN 


令 Az~0 取 上 式 的 极限 , 即 得 公式 (4). | 
在 积分 (1) 中 积分 限 与 4 都 是 常数 .但 在 实际 应 用 中 还 会 遇 到 对 于 参 变 量 
Я 的 不 同 的 值 ， 积分 限 也 不 同 的 情形 ， 加 以 下 的 积分 


CO Ое, Чу. (7) 


下 面 我 们 考虑 这 种 更 为 广泛 地 依赖 于 参 变量 的 积分 的 某 些 性 质 . 
定理 4 ШЖ (t, y) EEE R=[a,b]x[ċ, d] EER, EK a (x) 
与 8(z) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 , 且 
‚ с©а(х)<4, c 魏 8(z)sd (а<&х&Ь), 
则 由 积分 (7) 确 定 的 函数 Ф(х)Е[а, b] 上 也 连续 . | 
证 设 z 和 z+Az 是 Le,5] 上 的 两 点 , 则 
Ф(х+Ах) – Plr) 


B(r+Ar>) (z) 
= |. = f(z=,y)dy. ` 


(х+Ах) 


因为 p f(z + Ах, y)dy 


чел 


ala) RE pS 
-站 ашы, ба | 人 J Н Jf(z=+Ax,y)dy, 
所 以 @(z+Az)-@(z)=[ `” ыз /(\х+Ах,у)ду+: 


В(х+Ах) 
| Кх +Ах,у)ау+ 
Вх) 


р [Sæ + Ary) (ех, у)1Чйу. _ (8) 
X Ar—0 时 ,上 式 右 端 最 后 一 一 个 积分 的 积分 限 不 变 ， 根据 证 明定 再 1 时间 


样 的 理由 ,这 个 积分 趋 于 零 .又 
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| |; i f(x +Ar,y)ay|<Mla(z +Ахт)-е(т)]|, 


B(z+Ar 
ДИ | flat Ат, у)ду|«<М1В(х + Ах) B(z)|, 


其 中 M ÆI, y) EEE R 上 的 最 大 值 .根据 a(z)5 8(z) 在 [a,5] 上 连续 
的 假定 ,由 以 上 两 式 可 见 , 当 Azr 一 0 时 ,(8) 式 右 端 的 前 两 个 积分 都 趋 于 零 .于 
Ж, Ar>0 h}, | 
Ф(х+Ах)- @(x)—0 (а<=х<Ь), 

所 以 函数 B(xz) 在 [a ,b] 上 连续 . 

关于 函数 B(z) 的 微分 ,有 下 列 定理 . 

定理 5 WRAK f(z,y) 及 其 偏 导数 f.(xz,y) 都 在 矩形 R=[a,6b] x 
[c d] EER, 48 c(z) 与 8(z) 都 在 区 间 [a ,5] 上 可 微 , 且 

с«а(х)<4,с<В(х)<4 (а<=х<Ь), 

则 由 积分 (7) 确 定 的 函数 Ф( г) [а,Ь Ея, Н 


0а) | f(xr,y)dy 
= | f:(x,y)dy Lata) О Ayu Gy; (9) 


证 由 (8) 式 有 | 
Ф(=х+ Ах) - Ф(х) fa (еъ Ах, у) - (х,у) 
1 8(х+Ах) 


Bada ен 


1 а(х+Ах) 
Ас]. f(x + Ах ,у)ду. 9 7 (10) 

当 Azr—0 时 ,上 式 右 端的 第 一 个 积分 的 积分 限 不 变 ,根据 证 明定 理 3 时 同 
样 的 理由 ,有 


К+ Ал э) Кее | с (е, уду. 


ala) Ax ' 
对 于 (10) 式 右 端的 第 二 项 ,应 用 积分 中 值 定理 得 
1 В(х+ Аг) 


э ALz+Az,y)dy= 让 [plz+Az)-pP(z)]7(z+Az nD), 
其 中 7 在 8(z) 与 PR(z+Az) 之 间 . 当 Azr—0 时 ， 
80е Ar) -pap 00) flet Ar, /flr,B(z)]. 


1 В(т+Ах) ` 


于 是 — f(z+Azr,y)dy™* fl[z,B(z)]8 (>). 


Ах В(х) 
. 179 ， 


类 似 地 可 证 , 当 Az—0 时 ， 


1 а(х+Ат) 
Ах а(х) 
因此 , 令 Az 一 0, 取 (10) 式 的 极限 便 得 公式 (9). 
公式 (9) 称 为 莱 布 尼 获 公式 ， 
例 1 Ra) [|| 90004, o(a). 
B МУЗЕЙ ЛЕК Дт, ,1Е 
(x)= | соз( zy)dy + sar Sin 22.1 
х t x 


= Е | ч 


/(х+Ах,у)ду>/[х,а(х)]е (z). 


К : 3 š 2 . 3 : 2 
2sin = зіп х _ 3sin х 一 2sin х 
х х ЖЕЕ А 


例 2 求 1= | же (0<2<Ь). 
я ”因为 
b Е, ЖЕЛ, 
| [ео] 6 
所 以 I= f dz | zdy. 
这 里 函数 /(х,у)= z" 在 矩形 R=[0,1] x [a,5] 上 连续 ,根据 定理 2, 可 交换 积 
分 次 序 ,由 此 有 
p ó 1 b д?*! 1 _ 6 1 2 +1 
r= | asf == | [= [| у=. 
例 3 计算 定 积分 [= ‚А ау. 
解 考虑 含 参 变量 a 的 积分 所 确定 的 函数 


! In(1+ az) 
0 1+х 


显然 ,p(0) =0,p(1)= 工 .根据 公式 (4) 得 


ф(а)= dz. 


РИ ак Е ° 
(а= | ara 


把 被 积 函数 分 解 为 部 分 分 式 ,得 到 
х i | = g Ë Ca S Q ] 
(1+ах)(1+х') I+a'll+toar ltz? Itr V 
于 是 | 
, ө. —~adx , [ хах ! adx 
еба) =al, та Eer Нс | 
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= [| nG(+a) + 2+7), 
а 


1+ 4 
上 式 在 [0,1] 上 对 a 积分 ,得 到 
ọ(1)- @(0) 
_ _ f! ln(1+a) 1 da т а 
ü о 1+а Е tF KE 
,A 
即 = 711 55 ск. > I+ In 2 
从 而 I=ln2. 
“ 习 题 10-5 
1. 求 下 列 含 参 变量 的 积分 所 确定 的 函数 的 极限 : 
四 | үтел (2) lim | мМ х? + у? ду; 


(3) lim [| y cos(xy)dy. 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 

We _ [° in(1+ ху) 
(1) ф(х) = [ (узіп т-у )dy; (2) ф(х) = | — di 

3 2 

(3) ф(х) = | ，arctan —dy; (4) ф(х) = | ес” dy. 
3. 设 F(z)= | 《z+y)f(y)dy, 其 中 /(y) 为 可 微分 的 函数 , 求 F'(z). 
4. 应 用 对 参数 的 微分 法 ,计算 下 列 积分 : 


(1) = f? In 1+acosz, dr уруу, 


1- acos х cos r 


(2) 了 = ЁК ln(cos r+ a'sin? z)dz (a>0). 


5. 计算 下 列 积分 : 


! arctan г ах 
wf, acana Se 


/1-= 


(2) [, sin (In Lje — dx (0<а<6). 


Іа х 


总 习题 十 


1. 选择 以 下 各 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 : 
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(О 设 有 空间 闭 区 域 9, = [x,y z) 1z + y + = SR, 201,0, = |(л,у, 
х) 1з жу + 22 < К, ;> 0,у;> 0,е > 0}, Ж 


(A) f| воа || zav (в) [| а= [[ vav 
a, 


2 


1 2 
(С) {| zdv=4 || zdv o || | тудо 
l 2 а, 


2 


(2) 设 有 平面 闭 区 域 D= |(х,у)| -а<х<а,х<у<а|,Р, = {(х,у)|0<х<а,х< 


y<al ‚Д (y + oos xsin у)ахау = ; 
р 
(А) 2 [| cos rsin ydzdy f (B) ?| zydzdy 
D т | 
(С) af (ху + соз rsin y)dzdy (D) 0 
D 


(3) # f(z) 为 连续 函数 ,F(t) = f asf feaz, Е'(2) = 


(А) 2/02) (В) /(2) (C) - f(2) (D) 0 
2. 计算 下 列 二 重 积分 : 


(D ачаа ydo ,其 中 D 是 顶点 分 别 为 (0,0),(1,0),(1,2) 和 (0,1) 的 梯形 闭 区 域 ; 
о | — y’ jda, ЖФ D= |(z,y)|0S< y<Ssin z,0 委 xz 魏 xl ; 
(з) YVR" 一 x 一 da, 其中 D EMA т? + у = Rz 所 转 成 的 闭 区 域 ; 


(4) [ог +з 6+9), р 10а.) ку. 

р | 
3. 交换 下 列 二 次 积分 的 次 序 : 

4 l (y-4) 
а), | f(z,y)dx; 
(2) f dy N f(x ,y)dx + [ ау E f(r,y)dr; 

I | 1+ V 1-42 
a| dz| ау). 
4. 证 明 : 

| d [ е" Ff y)dz = |: (a - х)" 2) f(x)dz: 


5. 把 积分 [уб =, у)4тду 表 为 极 学 标 形式 的 二 次 积分 ,其 中 积分 区 域 D= |(z,y)| < 
3y 委 1 -1 委 z 委 1. 


6. 设 /(х,у)Ж ХО О=](х,у)\|х + у<у,х201 LER, H 
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f(z=,y) = v1- x° — у — Е Анон 
D 
Ж F(z,y). 
7. еви ||», z)dzdydz 化 为 三 次 积分 ,其 中 积分 区 域 49 是 由 曲面 z= ду, 


у= x 及 平面 y=1,z=0 所 围 成 的 闭 区 域 . 
8. 计算 下 列 三 重 积 分 : 


(1) jlz*dzxdydz, 其 中 Q EMAR: +y + << R2 M z? + у + z <2R<x (R>0) 的 
ñ 
公共 部 分 ; 
о арға +y tr 1) о th 9 RARE +y а =1 ОВСА, 


т ty +27 + x ty tz +l 
ojo + z?)dv, 其 中 0 Eh хОу 平面 上 曲线 六 =2z #х 轴 旋 转 而 成 的 曲面 与 平面 


zz=5 所 围 成 的 闭 区 域 . 
“9. ЮЙ F(z) 连 续 且 恒 大 于 零 ， 


Ка? + y + 22)ао 
F(t) = nl) 
/(х* + у? )do 
D(r) 
Гл + у: )do 
GU) = О, 
| Sda 
其 中 001) = [(z,y,z)|z=2 + у +2< £ |, ,D(:)=l(z,y)|= +y <l. 
(1) 讨论 F(z) 在 区 间 (0, + %) 内 的 单调 性 ， 


(2) 证 明 当 :>0 вї, Е) > 2.600). 


10. 求 平面 二 + > + 二 = 1 被 三 坐标 面 所 割 出 的 有 限 部 分 的 面积 . 


11. 在 均匀 的 半径 为 R 的 半圆 形 薄 片 的 直径 上 ,要 接 上 一 个 一 边 与 直径 等 长 的 同样 材 
料 的 均匀 和 矩 形 薄片 ,为 了 使 整个 均匀 薄片 的 质心 恰好 落 在 圆心 上 , 问 接 上 去 的 均匀 矩形 薄片 
另 一 边 的 长 度 应 是 多 少 ? 

12. 求 由 抛物 线 y= х 及 直线 y= 1 所 围 成 的 均匀 薄片 ( 面 密度 为 常数 w) 对 于 直线 
у= -1 的 转动 惯 重 . 

13. RE rOy 面 上 有 一 质量 为 M 的 匀 质 半圆 形 薄 片 ,占有 平面 闭 区 域 D= i(z,y)| 
r?’ +y < ЕЮ®,у;>0] ,过 圆心 O 垂直 于 薄片 的 直线 上 有 一 质 重 为 m 的 质点 P,OP = a. 求 半圆 
形 薄 片 对 质点 P 的 引力 ， 


14. 求 质量 分 布 均匀 的 半 个 旋转 棋 球 体 Q = |(z,yz)1 > + ®<1,е>0| 的 
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3 


о. 
ka ШУ ГГ R AARS M ,其 密度 星球 对 称 分 布 ， кыа. 
星 表面 的 密度 为 零 ， 那么 а орка 
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第 十 一 章 ”曲线 积分 与 曲面 积分 


上 一 章 已 经 把 积分 概念 从 积分 范围 为 数 轴 上 一 个 区 间 的 情形 推广 到 积分 范 
围 为 平面 或 空间 内 的 一 个 闭 区 域 的 情形 . 本章 将 把 积分 概念 推广 到 积分 范围 为 
一 段 曲 线 统 或 一 片 曲面 0 的 情形 (这 样 推广 后 的 积分 称 为 曲线 积分 和 曲面 积 
分 ) ,并 阑 明 有 关 这 两 种 积分 的 一 些 基 本 内 容 . | 


第 一 节 ”对 绝 长 的 曲线 积分 


一 、 对 弧 长 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


曲线 形 构件 的 质量 在 设计 曲线 形 构件 时 ,为 了 合理 使 用 材料 ,应 该 根据 构 
件 各 部 分 受 力 情况 ,把 构件 上 各 点 处 的 粗细 程度 设计 得 不 完全 一 样 .因此 ,可 以 
认为 这 构件 的 线 密 度 (单位 长 度 的 质量 ) 是 变量 .假设 ， ° 
这 构件 所 处 的 位 置 在 хОу 面 内 的 一 段 曲线 弧 工 上 , 它 
的 端点 是 A、B ,在 工 上 任 一 点 (z,y) 处 , 它 的 线 密 度 为 
MET y). 现在 要 计算 这 构件 的 质量 m( 图 11-1). ú 

如 果 构 件 的 线 密 度 为 常量 ,那么 这 构件 的 质量 就 
等 于 它 的 线 密度 与 长 度 的 乘积 . 现在 构件 上 各 点 处 的 
线 密度 是 变量 ,就 不 能 直接 用 上 述 方法 来 计算 .为 了 克 4 | i 
服 这 个 困难 ,可 以 用 L 上 的 点 M1,M,,…,M,-! 把 L 


分 成 ”个 小 段 , 取 其 中 一 小 段 构件 W， МАТ. Е 
线 密度 连续 变化 的 前 提 下 ,只 要 这 小 段 很 短 ,就 可 以 用 这 小 段 上 任 一 点 (6 р) 


处 的 线 密 度 代 替 这 小 段 上 其 他 各 点 处 的 线 密 度 ,从 而 得 到 这 小 段 构件 的 质量 的 ， 
近似 值 为 


11-1 


PCE: , р JAS; 
其 中 As, ARM MKE. TE HRE H BUH: 


ms У! lE, ъ)А5,. 
= 


Ф 本 竟 讨 论 的 都 是 具有 有 黑 长 度 的 曲线 和 具有 有 限 面积 的 曲面 . 
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用 А 表示 ”个 小 弧 段 的 最 大 长 度 .为 了 计算 m 的 精确 值 , 取 上 式 右 端 之 和 
当 ) 一 0 时 的 极限 ,从 而 得 到 


m =lim > A(é, 7)As,. 


这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 会 遇 到 .现在 引进 下 面 的 定义 ， 

定义 设 工 为 zOy 面 内 的 一 条 光滑 曲线 弧 ,西数 f(z,y) 在 LELER E 
L 上 任意 揪 入 一 点 列 Mi ‚М, „М, E L 分 成 个 小 段 , 设 第 i 个 小 段 的 长 
度 为 As .又 (&, 力 ) 为 第 个 小 段 上 任意 取 定 的 一 点 , 作 科 积 SCE 04, G= 
1,2,5, н) AHER У) /( 名 ,ww)Asi, 如 果 当 各 小 弧 稚 的 长 度 的 最 大 值 4 一 0 
时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极限 为 画 数 /(z,y) 在 曲线 弧 L 上 对 又 长 的 曲线 
各 分 或 和 一 类 内线 积分 , 记 作 f(z,y)ds, 即 


БС 


[esa mun È fe, As, i 


其 中 ИИҮҮ 上 叫做 积分 弧 段 . 
在 第 二 目 中 我 们 将 看 到 , 当 .f(z,y) 在 光滑 曲线 弧 L 上 连续 时 ， 对 弧 长 的 曲 


ажа | f(z,y)ds 是 存在 的 .以 后 我 们 BEEE у) L 上 是 连续 的 . 


根据 这 个 定义 ， 前 述 曲线 形 构件 的 质量 т 当 线 密度 pz， VE 1 ржа 
时 ,就 等 于 4(z,y) 对 弧 长 的 曲线 积分 ， 即 


© mF -| и(х,у)аѕ. 

上 述 定义 可 以 类 似 地 推广 到 积分 弧 段 为 空间 曲线 弧 Г 的 情形 ， шш 

/ (ж, у, z) EHRM г 上 对 弧 长 的 曲线 积分 | 
|. f(z,y,z)ds= lim z FCE Ni» 6)As | 

如 果 工 (或 P) 是 分 段 光滑 的 @， 我 们 规定 函数 在 L (或 P) 上 的 曲线 积分 等 
于 函数 在 光滑 的 各 段 上 的 曲线 积分 之 和 .例如 , 设 工 可 分 成 两 段 光 滑 曲 线 弧 工 ， 
及 工 ，( 记 作 工 = 工 ,+ 工 ;) ,就 规定 

[, Т f(z ,y)ds = | f(z,y)ds + |, f(x,y)ds. 


如 果 L 是 闭 曲 线 ,那么 函数 f(z,y) 在 闭 曲线 L 上 对 弧 长 的 曲线 积分 记 为 


O 就 是 说 ,L (或 P) 可 以 分 成 有 限 段 ,而 每 一 段 都 是 光滑 的 .以 后 我 们 总 假定 L (或) 是 光滑 的 或 
分 段 光滑 的 . 
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ф f(z,y)ds. 
由 对 弧 长 的 出线 积分 的 定义 可 知 , 它 有 以 下 性 质 
性 质 1 设 a、B 为 常数 , 则 
| [af(z,y)+ Pel(z, ›)14 = а |, fGz,y)as+ a |, g(z,y)ds. 
性 质 2 ЖЕЛДЕ L ААД 和 工 , , 则 
| [ rO.) = | fGz,y)as+ | /бе,у)Фз. 
性 质 3 设 在 L Е/(т,у)<ш(т,у),Ш 
[ссу | асе). 
特别 地 ,有 | 5 | 
К мн есе) |а. 


=, АДЕ А 分 的 计算 法 


定理 “ 设 /(z,y) 在 曲线 统 L 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方程 为 


х= (г), 
[уду (6:66), 


其 中 olt), y(1) 在 [eB] 上 具有 一 ERER я Ж: нав 
积分 | f(z,y)ds FE, H i 5 4 


ЕЕ yds= [ftg ИЙУУ ттуу? (de (a<0). (1) 


证 假定 当 参 数 1 由 a 变 至 8 时 ,L 上 的 点 M(xz,y) 依 点 A 至 点 B 的 方向 
描 出 曲线 二 .在 L 上 取 一 列 点 | 
i A=M,M,,M,, , M,„-13M, =B, 
它们 对 应 于 一 一 列 单调 增加 的 参数 值 
a= tolt Lt LK tr- [lt = В. 
{ЕХ ТЄ НН ДАЛ) Ж,Н I 
|, f(z,y)ds=lim $} fls gAs. 
设 点 (& ,六 ) 对 应 于 参数 值 r , 即 £ = g(r;)、 ъ= (е), 这 里 ¿,. Sr, <t, . H 
А, = | V9 (г) +2 (tr)dt， 


应 用 积分 中 值 定理 ,有 
As =V 9 (т,)+ф (rT)A,, 
其 中 At = t, — t,- I t. S< <t, . T JE 
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| Aæ, y)ds= lim >; flolr:) plr) p lri) ty (т)А. 


由 于 函数 VY p (:) + 72 (т) ТЕЙ Ж а, 8] ЬЕ, {1л 1 E Жл: H 
т, #0 O, T aon 


|ва У) flet, Ф(т:)] Фа) tor) A 


上 式 右 端的 和 的 极限 就 是 函数 flol), ЛӨ JOETA (2) 在 区 间 [a,8] 
上 的 定 积分 ,由 于 这 个 函数 在 [a, 8] 上 连续 ， 所 以 这 个 定 积分 是 存在 的 ， 因此 上 


式 左 端的 曲线 积分 | Reald 也 存在 ， 并 且 有 
[леу f aty, aO)? (O+22(Odi (а<8). (1) 
公式 (1) 表 明 , 计 算 对 弧 长 的 曲线 积分 | /\х,›)д› 时 ,只 要 把 z、y、ds 依 


К ol) фа), p (ti)+% (г) аг, ЖАА а 到 有 8 作 定 积分 就 行 了 ,这 里 
必须 注意 , 定 积分 的 下 限 a 一 定 要 小 于 上 限 8. 这 是 因为 ,从 上 述 推导 中 可 以 看 
出 ,由 于 小 强 段 的 长 度 As; 总 是 正 的 ,从 而 Ati,>0, 所 以 定 积分 的 下 限 a 一 定 小 
FERS. | 

оа L 由 方程 
° | у= ф(х) (Kr SX) 
给 出 ， ,那么 可 以 把 这 种 情形 看 做 是 特殊 的 参数 方程 

х=ї,у= ы) (zo StSX) 

的 情形 ,从 而 由 公式 (1) 得 出 - 


o fasies |", Fz. pl) WIT g (5) ах 7 (2) 
类 似 地 ,如 果 曲 线 L 由 方程 | | 


УУУ) 
给 出 , 则 有 


|, f(z,y)ds = | fl[e(x),y]/1+ 2?  (y)dy (yo < Y). (3) 
公式 (1) 可 推广 到 空间 曲线 弧 p 由 参数 方程 


| z= p(t),y= p(t),z2=w(t) (atA) 
给 出 的 情形 ， 这 时 有 


| еу, =) = [лес 00) 000) p (2) + (+ (zt)dt 


Ф ” 它 的 证 明 要 用 到 函数 v о (т) + Ф702) ВБ (а, 6169—50, н ДАНА. 
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(а<8). | (4) 
例 1 计算 | 5 yds ,其 中 工 是 抛物 线 y= zz 上 点 O(0,0) 与 点 B(1,1) 之 间 


的 一 段 允 (图 11 一 2). 


解 HT L 由 方程 
y= х? (0<x=<1) 
给 出 ,因此 


x f 
| Vyds = | Vrvlt(r) dr 
L 0 
i I 
= | 工 V1+4zdz 
[4] 
_ [1 2 .32 ] 
= [ту(1 ®4=*)® | 


De _ 
= S45=1): 


图 11-2 1 Ш11-3 
例 2 计算 半径 为 R、 中 心 角 为 2a KII L 对 于 它 的 对 称 轴 的 转动 惯量 1 
( 设 线 密度 py =1). 
解 ” 取 坐标 系 如 图 11 一 3 所 示 , 则 
=f yds. ` 


为 了 便于 计算 ,利用 工 的 参数 方程 
X= Reos 6,у= Rsin @ (—a<0=<a). 


于 是 
I > yas = | Risin 0 V С Ren 0): + (Ros 0740 
， L -a | гу | 
pf .2 _R’*[,_ sin 20 1° 
=R | sint0d=5 0- | 


= (2a -sin 2a)= R (a -sin a cos a). 
例 3 计算 曲线 积分 |: (z +y’ +z’ )ds, 其 中 卫 为 螺旋 线 z= acos ty = 
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о 于 t 从 0 到 2x 的 一 段 弧 . 
(22 +y? + z2)ds 


= [Cacos £+ Casin г)? + (1: VT- asin г + Cacos r +a, 
= | (atr: EW a + k'dt. 


2 2r 
Sya tk’ б 24 
-do 


Е а + 62 (За? tAr k’). 
J 题 1-1 


1. 设 在 хОу 面 内 有 一 分 布 着 质量 的 曲线 弧 工 ,在 点 (zx,y) 处 它 的 线 密度 为 (х,у). ЖН 
对 弧 长 的 曲线 积分 分 别 表达 : 

(1) 这 曲线 弧 对 z 轴 、 对 у 轴 的 转动 惯量 1 I; 

(2) 这 曲线 弧 的 质心 坐标 уу. 

2. 利用 对 弧 长 的 曲线 积分 的 定义 证 明 性 质 3. 

3. 计算 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 : 


o$, (х? +y )'ds, Ф L 为 圆周 zx= acos t, y= asin t (0<: <21); 


(2) | (z+y)ds, 其 中 WERO, ORO DARHA; 
(3) 中 zd, 其 中 上 为 由 直线 y= z 及 抛物 线 y= zx? 所 围 成 的 区 域 的 整个 边界 


z R z MER 象限 内 所 图 成 
的 山形 的 整个 边界 ; п о. 

(5) | — >a Ri r Sbi z = ов ,у=е sin z, == e ЕЗДЕР: 从 0 变 到 
2 的 这 段 弧 ; pga КОЛ 
(6) | zyzds, 其 中 研 为 折线 ABCD, 这 里 A:B、C:D 依次 为 点 (0,0,0)(0,0,2)(1,0， 
2).(1,3,2); 

(7) | yd ,其 中 [7 В Н а= alt- sint), y=all-cos t) (0<14<]2х); 


(8) j; (х? + y jds, ЕФ L AHR z = а(соз t+ isit Pasan t — {соз t) (0< ¿< 


27). : : 
4. 求 半径 为 a, 中心 角 为 29 ЮРЕДО „= 1) 的 质心 、 

5. 设 螺 旋 形 弹 簧 一 图 的 方程 为 х= acos і, у = asin х= kt, JK rB 0< ¿=< 2x, € HRE 
` 190 ` 


E р(х,у,т)=х + у tz. R: 
(1) 它 关 于 z ЕВН Т, ; 
‚ (2) 它 的 质心 . 


第 二 市 ”对 坐标 的 曲线 积分 


一 、 对 坐标 的 曲线 积分 的 概念 与 性 质 


变 力 沿 曲线 所 作 的 功 ” 设 一 个 质点 在 хОу 面 内 受到 力 
Е(х,у)=Р(х,у)ї+ Q(x,y)j 

的 作用 ,从 点 A 沿 光滑 曲线 弧 L 移动 到 点 也 ,其 中 函数 P(x,y),Q(xz,y) 在 L 
上 连续 .要 计算 在 上 述 移动 过 程 中 变 力 F(x,y) FÈ, n) 
所 作 的 功 (图 11-4). 

我 们 知道 ,如果 力 F 是 恒 力 , 且 质点 从 A 
沿 直 线 移动 到 B, 那 么 恒 力 F 所 作 的 功 W 等 于 
向 量 F 与 向 量 A 广 的 数量 积 , 即 | 

 W=F:AB. 

现在 F(z,y) 是 变 力 ， 且 质 点 沿 曲线 1, 移动 ， 功 
W 不 能 直接 按 以 上 公式 计算 .然而 第 一 节 中 用 


来 处 理 曲 线形 构件 质量 问题 的 方法 ,原则 上 也 适 рь 
用 于 目前 的 问题 . 
先 用 曲线 弧 L 上 的 点 M， (ziy), PEA yhes ТИРИ ИЕ} 


分 成 ”个 小 弧 段 , 取 其 中 一 AA NIL BEM,- M МЕТ: H F M,- M. 光 滑 而 
且 很 短 , 可 以 用 有 向 线段 i 
М.М. = (Ах, Ji + (Ay; )j | 
来 近似 代替 它 ,其 中 Azr = - xj.1 Ay = у-у. KH PEBE Р(х,у), 
(х,у) БВ, ИМ, М, ЕЕЕ (е, р) 

FS р) = P(E ,7)i+tQ(E, 7) 
ЕИ ЛЧ BEE A AAEM J RE, EJ F(x,y) 沿 有 向 小 弧 段 向 M. 
所 作 的 功 AW, 可 以 认为 近似 地 等 于 便 力 F(& , g) A M,-, M, Br 4E ВО): 

AW;=F(5,7) M. I M., 
即 ЛИ, 22Р(Е,, т) Ах, + QC ,nD)Ay,. 
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于 是 W = Dawa D [Pps, ;)Ах, + ACE, л) Лу; ]. 


ЖА KOR n 个 小 弧 眉 的 最 大 长 度 ， 令 4 一 0 取 上 述 和 的 极限 ,所 得 到 的 极限 
自然 地 被 认 作 变 力 下 沿 有 向 曲线 弧 所 作 的 功 ， 即 


w=lim X) [plé,, }:)Ах, + Q(E,, ¿mall 


这 种 和 的 极限 在 研究 其 他 问题 时 也 会 遇 到 . 现在 引进 下 面 的 定义 . 

ЖУ 设 革 为 zxOy 面 内 从 点 A 到 点 .B 的 一 条 有 向 光滑 曲线 弧 ,函数 
Р(х,у),О(х,у){Е L 上 有 界 .在 L 上 沿 L 的 方向 任意 插入 一 点 列 M, (x, 
yı) M(x: ‚у›)›,**›М„-у(х„-‹ y, -  ) fü L 分 成 个 有 向 小 弧 段 

MM, (i=1,2,%,n;Mo=A,M,=B). 


设 Ax, = z, Ti |Á y, = y; У-\ , FA ( 8, , 7; ) 为 AM,_,M; 上 任意 取 定 的 点 .如 果 
当 各 小 驱 段 长 度 的 最 大 值 4 一 0 В, У) РСа, р )дАл, 的 极限 总 存在 , 则 称 此 机 
限 为 函数 P(x,y) 在 有 向 曲线 弧 L 上 对 坐标 x 的 曲线 积分 , 记 作 | PCr,y)dz. 


类 似 地 ,如 果 lim $) Q(6 , 九 )Ay 总 存在 , 则 称 此 极限 为 西数 Q(z,y) 在 有 向 
HRN LENLE 的 曲线 积分 , 记 作 | Q(x,y)dy. 即 


|, Pz,y)dz =lim >) P(6 7)aAn， 


| осе. у)ау= і > Q(&,0)Ay;, 


其 中 P(z,y).Q(z у) 1,1. m ЯД. 
以 上 两 个 积分 也 称 为 第 二 类 曲线 积分 . 
在 第 二 目 中 我 们 将 看 到 , 当 P(z,y)、Q(z,y) 在 有 向 光滑 曲线 弧 L 上 连续 


时 ,对 坐标 的 曲线 积分 | P(x,y)dz Ж | Q(x,y)dy 都 存在 .以 后 我 们 总 假定 


P(x,y) Q(z, y) E L Е. 
PREA ANE RABA STA ARAN r 的 情形 : 


| Р(х.у,е)4х =lim Э Р(ё,, Ni s Ei )A x, , 
| Qaley, z)dy= lim D Ө(& qo )Ау, 
. ` i=l - š 
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| R(z,y,z)dz = lim у) R(& ,0b)Az,. 
应 用 上 经 常 出 现 的 是 
| | P(z,y)dz + |; Ө(х,у)ду _ 
这 种 合并 起 来 的 形式 ,为 简便 起 见 , 把 上 式 写成 
| Plz,y)dr+ Q(z,y)dy, 
也 可 写成 向 量 形式 
| к(х,у)-4г, 


其 中 F(x,y)= Р(х,у)і+ Q(z,y)j 为 向 量 值 函数 ,dr = dzi + dyj: 
例如 ,本 目 开 始 时 讨论 过 的 变 力 F 所 作 的 功 可 以 表达 成 
W= | Plasida Q(x,y)dy, 


W = |. F(z,y):dr.: 
类 似 地 ,把 коше: 
| P(z,y,z)dz + | Q(z,y,z)dy + | R(x,y,z)dz 
r r а тр Е 
简写 成 
[ P(z,yvz)dz+Q(zvyz)dy+R(z,y,z)dz， 
或 


|. А(х,у,®)'Чг, 


其 中 A(z,ysz)=P(xz,ysz)i+t Ө(=х,у, л ,уз2) kdr= dzi + dyj + 
dzk. 

如 果 工 (或 ГУЕ ЖШ, ИТҮ щаз г (或 Г) ЕИ 
标的 曲线 积分 等 于 在 光滑 的 各 段 上 对 坐标 的 曲线 积分 之 和 . Е 

根据 上 述 曲 线 积分 的 定义 ,可 以 导出 对 坐标 的 曲线 积分 的 一 些 性 质 . 为 了 表 
达 简 便 起 见 ,我 们 用 向 量 形式 表达 ， 并 假定 其 中 的 向 量 值 函 数 在 曲线 L 上 连 
O, ш | 
{ЖЩ 1 设 a、 8 为 常数 ， m 


@ 向 量 值 函数 P(z,y) 在 曲线 L 上 连续 是 指 : 对 上 上 任意 点 Mo(zu,yo) , 当 工 上 的 动 点 M(z,y) 
沿 工 趋 于 Mo 时 ,有 |P(z,y)- Е(хо, уо) 1—0. Е(х,у)= Р(х,у) + Q(z,y)j, 则 F(z,y) 在 L 上 
连续 等 价 于 P(xz,y),Q(z,y) 均 在 L 上 连续 . 
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Í, [aF (x,y) + BEF,(z,y)]:dr 


=a |в) агъа | Pa(r,y) а. 
性 质 2 若 有 向 曲线 弧 L 可 分 成 两 段 光 滑 的 有 向 曲线 弧 志 和 L, W 
ІА F(x,y)'dr= |, ВС.) аа |, Fadde. 
性 质 3 设 анаа, 是 L 的 反 向 曲线 弧 , 则 
|, F(z,y)'dr= | F(x,y)'dr. 


证 把 工分 成 4 小段 ,相应 的 上 -也 分 成 小段 .对 于 每 一 个 小 弧 段 来 说 ， 
当 曲 线 缴 的 方向 改变 时 ,有 向 弧 眉 在 坐标 轴 上 的 投影 ,其 绝对 值 不 变 ,但 要 改变 
符号 ,因此 性 质 3 成立. | 

性 质 3 表示 , 当 积 分 驱 段 的 方向 改变 时 ,对 坐标 的 曲线 积分 要 改变 符号 . 因 
此 关于 对 坐标 的 曲线 积分 ,我 们 必须 注意 积分 驱 段 的 方向 . 

这 一 性 质 是 对 坐标 的 曲线 积分 所 特有 的 ,对 弧 长 的 曲线 积分 不 具有 这 一 性 质 . 
而 对 缴 长 的 曲线 积分 所 具有 的 性 质 3, 对 坐标 的 曲线 积分 也 不 具有 类 似 的 性 质 . 


二 、 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 


定理 Р(х,у). О(х,у) 2958811 上 有 定义 且 连 续 ,L 的 参数 方 
程 为 
с 
у= ф(ї), 
当 参 数 i 单调 地 由 a 变 到 8 时 ,点 M(xz,y) 从 工 的 起 点 A 沿 L 运动 到 终点 B， 
9(2) .p(t) 在 以 a 及 B 为 端点 的 闭 区 间 上 具有 一 阶 连续 导数 , 且 g о) + 


ё?(4)550, 则 曲线 积分 | P(z,y)dz+ Q(z, Say 存在 ， B. | 
f Plz,y)dr + Q(z, y)dy | 


- [їн со нассо оила (1) 
证 在 工 上 取 一 列 点 
| | А = М,,М,,М,,",М,.,,М, = В, 
它们 对 应 于 一 列 单调 变化 的 参数 值 - | | 
C= Ларг Bas 
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根据 对 坐标 的 曲线 积分 的 定义 ,有 
|. P(xz,y)dr = lim У Р(&,тъ)Аху. 
设 点 (& ,7 ) 对 应 于 参数 值 T; Bl! Ê; = olr), m = plr) ЖШ T; 在 i,_1 与 £, 2. 
间 . 由 于 
Аж = m; w= (t) P(E 
应 用 微分 中 值 定理 ,有 
Ах;=ф(т;)А,, 

其 中 Ab = 记 一 二 -ri 在 2 与 二 之 间 . 于 是 

| Р‹,у)4а = ау Ў) Рет) Со) lg (e; JAn. 
因为 函数 gp'(i) 在 闭 区 间 [a,68] (或 [8,a]) 上 连续 ,我 们 可 以 把 上 式 中 的 zi 换 
RO, AT | 

| P(z,y)dz = У) Р[ф(т,), ф(т,)]ф (z,)Az;. 
上 式 右 端的 和 的 极限 就 是 定 积分 | PLEO) pO) lg d ,由 于 函数 P[e(:), 


J(1)]p“《:) 连 续 ,这 个 定 积分 是 存在 的 ,因此 上 式 左 端 的 曲线 积分 | РСе,у)аз 
也 存在 ,并 且 有 | | 
| P(z,y)dz= [РСС С) 1 (а). 
同 理 可 证 . 
[ өсе, э)ау= | гесе), (0028 00а, 
把 以 上 两 式 相 加 ,得 
| P(z,y)dz+ О(х,у)ду 


= [ (Р[ф(2), (2) 1ф (1) + ӘГе(ғ), y(t) yy (2) 1а, 


这 里 下 限 a 对 应 于 的 起 点 ,上 限 8 对 应 于 工 HRA. 
公式 (1) 表 明 ,计算 对 坐标 的 曲线 积分 


|; P(r,y)dz= + Q(z,y)dy 


(D 它 的 证 明 要 用 到 函数 p (EAKA EHRE, K HUA BE. 
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时 ,只 要 把 r.y dr .dy 依次 换 为 p(t)、y(i)、p (г) аг." (t)d: ,然后 从 工 的 起 
点 所 对 应 的 参数 值 a 到 工 的 终点 所 对 应 的 参数 值 8 作 定 积分 就 行 了 ,这 里 必须 
注意 ,下 限 a 对 应 于 上 的 起 点 ,上 限 8 对 应 于 L 的 终点 ,a 不 一 定 小 于 pf. 

如 果 工 由 方程 y= ф(х) х= p(y) 给 出 ,可 以 看 做 参数 方程 的 特殊 情形 ， 
例如 , 当 工 由 y= y(z) 给 出 时 ,公式 (1) 成 为 


| Plz,y)dz + Q(z,y)dy 


= [ ІР[2,ф(х)1+ Q[z, ф(х) 10 (z)ld=, 


这 里 下 限 a 对 应 工 的 起 点 ,上 限 b 对 应 工 的 终点 . 
公式 (1) 可 推广 到 空间 曲线 p 由 参数 方程 ` 
х=ф(),у= 0(t),z==co(t) 
给 出 的 情形 ,这 样 便 得 到 


| P(z,y,z)dr+Q(z,y,z)dy+t R(z,y,z)dz 
Е | 


- [ РБС ОСЫ 


QL op) Gp) wt) (2) + RI plt), pt) (2) ow (ғ) аг, 

这 里 下 限 a 对 应 本 的 起 点 ,上 限 8 对 应 的 终点 . 

例 1 计算 | zydz, 其 中 工 为 抛物 线 y=z 上 从 点 A(1, 1) 到 点 B(1,1) 
的 一 段 弧 (图 11-5). 

解法 一 ”将 所 给 积分 化 为 对 z 的 定 积分 来 计算 .由 
于 y= +Y zx 不 是 单 值 函数 ,所 以 要 把 上 L 分 为 AO 和 OB 
两 部 分 .在 АО 上 ,y= -Vz,z 从 1 变 到 0; 在 OB Е, 
y=Vz,z 从 0 变 到 1. 因 此 

5 т Йй 08% j: у 


= | х(-ух)ах + [| х\үхёх 


1 3 4 
=2[, 2? іх = е. 11-5 


解法 二 ”将 所 给 积分 化 为 对 y 的 定 积分 来 计算 ,现在 z=y ,y 从 -1 变 到 
1. 因 此 
4 


1 1 5 41 
| mdz - | yy(y) 4у=2 | ydy=2| 半 | с 
1. -l -1 > 1 
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例 2 计算 | saz Jeda L 为 (图 11-6): 


(1) 半径 为 a .圆心 为 原点 、 按 道 时 针 方 向 绕 行 的 上 半圆 周 ; 
(2) 从 点 A(a,0) 沿 z 轴 到 点 B(-a,0) 的 直线 段 . 


O Я(1,0) х 


8 11-6 Н 11-7 


解 (1) L 是 参数 方程 
X=acos 0, y=asin 0 


当 参 数 0 从 0 变 到 х 的 曲线 弧 . 因 此 
| >а = а?ѕіп? 0( — asin 0)d0 = a? |. (1 — cos: 0)d(cos 0) 


Е cos? 0 *__4, 
(2) L 的 方程 为 y=0,z Ма 变 到 -a. 所 以 
| ydz= | odz=0 


从 例 2 看 出 ,虽然 两 个 曲线 积分 的 被 积 函 数 相 同 ,起 点 和 终点 也 相同 ,但 沿 
不 同 路 径 得 出 的 积分 值 并 不 相等 . 


例 3 计算 | 2хуах + zx:dy, 其 中 工 为 (图 11 一 7): | 


(1) 抛物 线 у= z ЕМ 0(0,0) 到 B(1,1) 的 一 段 弧 ; 

(2) 抛物 线 z= у 上 从 0(0,0) 到 B(1,1) 的 一 段 弧 ，; 

(3) 有 向 折线 OAB ,这 里 О,А,В 依次 是 点 (0,0),(1,0),(1,1). 
解 (1) 化 为 对 z 的 定 积分 .L;y=x*,z 从 0 变 到 1. 所 以 


| i 
| 2zydz + zidy= | (25-2? + х'+2х®)4х=4 | хіт =1. 
L 0 0 
(2) 化 为 对 y 的 定 积分 .L:z=y ,y 从 0 变 到 1. 所 以 
1 I 
| 2луйх + х°ду= | Qy yr2y+ y')dy=s | y dy=1. 
L 0 0 


"4197 ， 


(3) | 2дуёк+л°ду= | 22ydz+ 2'ay+ | 229dr+ zrdy, 
# OA 上 ,y=0,z 从 0 变 到 1, 所 以 
| 2zydz+ mdy= f (2z.0+z2:0)dz=0. 
# AB E,z=1,y 从 0 变 到 1, 所 以 
| 2хуфх + х'ду= | (2у:0+1)ау=1. 


从 而 |. 2zydr + х?ау= 0+1=1. 
从 例 3 可 以 看 出 ,虽然 沿 不 同 路 径 ,曲线 积分 的 值 可 以 相等 . 
例 4 计算 [а +3zydy – хуй, Ф ГЖМАА (3,2,1) 9 


B(0,0,0) 的 直线 段 АВ. 
解 ” 直 线段 AB 的 方程 是 


化 为 参数 方程 得 
xz=3t,y=2t,z=t,t 从 1 变 到 0. 
所 以 


| хах +3zy dy- х? уй 
r 


u | [(3:) .3+3t(2t) +2- (32)? *2t]dt 


о 87 
= 3 _9/ 
=87 | a= д 


例 5 设 一 个 质点 在 点 M(z,y) 处 受到 力 F 的 作用 ,FF 的 大 小 与 点 M 到 原 
点 O 的 距离 成 正比 ,的 方向 恒 指向 原点 .此 质点 由 点 A (Ca ORZ, + 2, 
=1 按 逆 时 针 方向 移动 到 点 B(0,2) , 求 力 王 所 作 的 功 W. 

解 OM= ritoj, [OÑ = /Z +Z. 
由 假设 有 下 = -k(zi+ yj), Ht k>0 是 比例 常数 .于 是 


W= fa F-dr = fa — krdr ~ kydy= — k f~ хах + ydy.. 
AB AB | АВ 


КОА |Р 起 点 A ,终点 B ЯШӘ: =0,7. TE 
W=-k |: ( — a° cost sin t + b’sint cos ż)dt 
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=#(а*-ь°){[? sin # cos гй = (а - Б). 
0 


=; 和 


设 有 向 曲线 缴 L 的 起 点 为 A ,终点 为 B HRI L 由 参数 方程 
| S 
у= (1) 
给 出 ， 起 点 A \ 终 点 B 分 别 对 应 参数 w p. Ж а< в (W a> в, 5% s= t, 
A、 了 对 应 *s=-a\ = 一 有 8, 就 有 (-a)<(-8), 把 下 面 的 讨论 对 参数 s 进行 即 
可 ) ,并 设 函 数 og(1)、y(i) 在 闭 区 间 [a,pB] 上 具有 一 阶 连续 导数 , 目 Ф? (г) + 


J (t)Z0,X 832 P(z,y)、Q(z,y) 在 L 上 连续 .于 是 ,由 对 坐标 的 曲线 积分 
计算 公式 (1) 有 


| Plx,y)dz + Q(z,y)dy 


= ү {Р[ф(:), Ф(:)]ф'(:) + Ө[ф(г), 4(:))4' (2) 1а. 


我 们 知道 ,向 量 r= gp (г) + д (г) ЩАЗ Е М(ф(г), (r ))4b BU 
一 个 切 向 量 , 它 的 指向 与 参数 1 的 增长 方向 一 致 , 当 a< BB 时 ,这 个 指向 就 是 有 
ERI L 的 方向 .以 后 ,我们 称 这 种 指向 与 有 向 曲线 弧 的 方向 一 致 的 切 向 量 
为 有 向 曲线 弧 的 切 向 量 . 于 是 ,有 向 曲线 弧 L 的 切 向 量 为 
t= ф'(1)і+ Фф (t)j, 


它 的 方向 余弦 为 
cos ИЧИШЕ... ИБНЕ А ДЕ 
м ф'?(:) + 4° (2) V9 (t) +p? (i) 


由 对 弧 长 的 曲线 积分 的 计算 公式 可 得 


|; [Р(х ,у)соз a + Q(z,y)cos BJds 


Р[ (г) pa) 
-| клы /ф“(«)+ у l) 


916009001 y p° (t)+ p’ (td 


- [ РГС СОТ СООСУ егу (hz. 


由 此 可 见 ,平面 曲线 L 上 的 两 类 曲线 积分 之 间 有 如 下 联系 : 
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|р Рах + Qdy= |, (Рсоѕ а + Qcos В)аз, (2) 
其 中 «(х,у),В(х,у) ЖЖ ЩЩ L 在 点 (xz,y) 处 的 切 向 量 的 方向 角 . 
类 似 地 可 知 ,空间 曲线 愉 上 的 两 类 曲线 积分 之 间 有 如 下 联系 : 
| Pdz + Qdy + Вах = |. (Рсоѕ а + Qcos В + Reos y)ds , (3) 
HH alz, yz) Blr yz) yry z) НАНЕ r EAC, у, =) 
向 量 的 方向 角 . 
两 类 曲线 积分 之 间 的 联系 也 可 用 向 量 的 形式 表达 .例如 ,空间 曲线 了 上 的 


eps ЕМ АШЫШЫ: 

| A: а= | А * тд (4) 
或 

| 4'dr= | 4:ds， (4°) 


其 中 4=(P,Q,R),r=(cos а,соѕ B,cos У) ААНД 卫 在 点 (z,y,z) 处 
的 单位 切 向 量 ， dds dy,dz), 称 为 有 向 曲线 元 ,4., 为 向 量 4 在 向 量 
上 的 投影 . 


3 题 11-2 


1. 设 上 为 zOy 面 内 直线 z=a 上 的 一 段 ,证 明 : 
| Р(х,у)4дх=0. 
2. 设 革 为 zxOy Рх 轴 上 从 点 (a,0) 到 点 (2 ,0) 的 一 段 直线 ,证 明 ， 
[| 二 「 Pr,odz. 
L a | 
3. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 ， | I 
(1) [, (22 - y jdr, Jip L EMDR у= л? 上 从 点 (0,0) 到 点 (2,4) 的 一 段 弧 ; 


(2) 中 zydz ,其 中 L 为 贺 周 (xz -a)*+y =a (а>0)Ж z 轴 所 围 成 的 在 第 一 象限 内 的 
区 域 的 整个 边界 ( 按 逆 时 针 方 向 绕 行 )， ` 

(3) | ydz + xdy, 其 中 工 为 圆周 x= Reos i,y= Rsin t 上 对 应 上 从 0 到 亡 的 一 段 弧 ; 

оф, (е + за le Чу gei ү 为 圆周 zz + у? = az ( 按 逆 时 针 方 向 绕 行 ); 

(5) | =a + zdy- ydz, P r AIR z= 20, у = acos gz=asing 上 对 应 0 从 0 到 r 
的 一 段 弧 ; | | 


(6) | zdz +ydy+(z+y-1l)dz, 其 中 卫 是 从 点 (1,1,1) 到 点 (2,3,4) 的 一 段 直线 ; 


соф dz -dy+ ydz, 其 中 为 有 向 闭 折 线 4BCA ,这 里 的 А,В,С 依次 为 点 (1,0,0)、 
(0,1,0).(0,0,1); 

(8) | (G -22y)dz + (3? -2ay)dy JEP L ШӘ у= zz: 上 从 点 (一 1,1) 到 点 (1,1) 
的 一 段 弧 . | 

4. 计算 | (z+y)dz+(y-z)dy, 其 中 工 是 ， 


(1) 抛物 线 y = x 上 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 一 段 弧 ; 

(2) 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 直线 段 ; 

(3) 先 沿 直线 从 点 (1,1) 到 点 (1,2), 然 后 再 沿 直线 到 点 (4,2) 的 折线 ; 

(4) 曲线 z=222+1+1,y= 二 +1 上 从 点 (1,1) 到 点 (4,2) 的 一 段 弧 . 

5. 一 力 场 由 沿 横 轴 正方 向 的 恒 力 所 构成 . 试 求 当 一 质量 为 т 的 质点 沿 圆 周 x? + 
у= R’ 按 逆 时 针 方 向 移 过 位 于 第 一 象限 的 那 一 段 弧 时 场 力 所 作 的 功 . 

6. Ж = 轴 与 重力 的 方向 一 致 , 求 质量 为 m 的 质点 从 位 置 (z， ,yi1,Z1) 沿 直线 移 到 (xz,， 
yz :zz ) 时 重力 所 作 的 功 . | 


7. 把 对 坐标 的 曲线 积分 | P(z,?)dz + Q(z,y)dy 化 成 对 弧 长 的 曲线 积分 ,其 中 上 为: 


(1) 在 хОу 面 内 沿 直线 从 点 (0,0) 到 点 (1,1); 

(2) 沿 抛物 线 y= xz? 从 点 (0,0) 到 点 (1,1); 

(3) ЖЕЕ x+ y =2z 从 点 (0,0) 到 点 (1,1). 

8. 设 丁 为 曲线 z=,y= г, == 1° БНТ: 从 0 变 到 1 的 曲线 弧 . 把 对 坐标 的 曲线 积 


分 | Paz + Qdy + Rdz 化 成 对 弧 长 的 曲线 积分 . 


第 三 节 格林 公式 及 其 应 用 


一 、 格 林 公 式 


在 一 元 函数 积分 学 中 ,牛顿 — RAKAR 
FPCz)dz = РО) ~ Fla) 
表示 :F(xz) 在 区 间 [a ,8] 上 的 积分 可 以 通过 它 的 原 函 数 下 (zz) 在 这 个 区 间 端 点 
上 的 值 来 表达 
下 面 要 介绍 的 格林 (Green) 公 式 告 诉 我 们 ,在 平面 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 
可 以 通过 沿 闭 区 域 DD 的 边界 曲线 世上 的 曲线 积分 来 表达 . 
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现在 先 介 绍 平面 单 连 通 区 域 的 概念 . 设 DD 为 平面 区 域 ,如 果 D 内 任 一 闭 曲 
线 所 围 的 部 分 都 属于 , 则 称 D 为 平面 单 连通 区 域 ,否则 称 为 复 连通 区 域 .通俗 
地 说 ,平面 单 连通 区 域 就 是 不 含有 “ 洞 "( 包 括 点 “ 洞 ") 的 区 域 , 复 连 通 区 域 是 含有 
“ 洞 ”( 包 括 点 “ 洞 ”) 的 区 域 .例如 ,平面 上 的 圆 形 区 域 |(x,y)|zx:+y<1|、 上 半 
平面 {(z,y)|y>0| 都 是 单 连通 区 域 , 圆 环形 区 域 {(z,y)11<z ty <4}、 
{(ж,у)|0<х°* + y <<2| 都 是 复 连 通 区 域 ， 

对 平面 区 域 D 的 边界 曲线 工 , 我 们 规定 L 的 正 向 如 
下 : 当 观 察 者 沿 工 的 这 个 方向 行走 时 ;DD 内 在 他 近 处 的 那 
一 部 分 总 在 他 的 左边 .例如 ,DD 是 边界 曲线 L 及 ! 所 围 成 
的 复 连通 区 域 (图 11-8), Е D 的 正 向 边界 ,L 的 正 向 
是 道 时 针 方 向 ,而 ¿ 的 正 向 是 顺 时 针 方 向 . 

定理 1 设 闭 区 域 D 由 分 段 光滑 的 曲线 L 围 成 ， 
函数 P(z,y) 及 Q(z， ?) 在 D 上 具有 一 阶 连 续 偏 导 图 11-8 
数 , 则 有 


[给 - 强 jazu= $, Рах + Оду, (1) 
р 


其 中 工 是 DD 的 取 正 向 的 边界 曲线 . 

公式 (1) 叫 做 格林 公式 . 

证 先 假 设 穿 过 区 域 D ee а 5D 的 边界 曲线 工 的 交 
点 恰好 为 两 点 , 即 区 域 D 既是 X 型 又 是 Y 型 的 情形 . | 

图 11-9、 图 11-10 所 示 的 区 域 都 属于 这 种 情形 .例如 ,图 11-9 所 示 的 区 
域 D 显然 是 X 型 的 ,事实 上 D 又 是 Y 型 的 . 若 设 有 向 曲线 弧 FGAE 为 L' :z= 


— 
Р=}{(х,у)|ф(у)<х®х<,(у),с<у<4а}, 
B D XR Y 型 的 . 


y | з 
a i эн 
| eto e YP p0) 
x l 
c 广 一 一 | 
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设 D 如 图 11- 9 所 示 , 于 是 DENG, ауы аа). 
• 202 ` 


因为 二 连续 ， 所 以 由 二 一 重 积分 的 计算 六 有 i 


[ану = (| ПИЙ эре з, 


piix) 


dx 


-| (Pla, ф;(х)]-Р[х, бел, 
另 一 方面 ,由 对 坐标 的 曲线 积分 的 性 质 及 计算 法 有 
$ Pdz = | Pdz + | Paz + |, Paz + | Paz 


| Rdz + |, Pdz = [Plz,p.(z)]dz + | P[z,pa(z)]dz 


= [ ЕСО Оа а аЬ 
因此 ， | | 
- F dzdy - ф Pax. 
又 由 于 р= (х,у) 14, (у)<х<9,(у),с«у<а4|,йЖ 
адаа» = [|| з= |а 
= | IQ[%,(),>] ~ Ф). 
= J: Qdy + |. Озу = ф Qay. 


(2) 


(3) 


由 于 对 区 域 D,(2)、(3) 同 时 成 立 ,合并 后 即 得 公式 (1). 对 于 如 图 11-10 


所 示 的 区 域 DD, 完 全 类 似 地 可 证 (1) 成 立 . 


再 考虑 一 般 情形 .如 果 闭 区 域 D 不 满足 以 上 条 件 ,那么 可 以 在 D 内 引进 一 
条 或 几 条 辅助 曲线 把 D 分 成 有 限 个 部 分 闭 区 域 ,使 得 每 个 部 分 闭 区 域 都 满足 上 


述 条 件 .例如 ,就 图 11-11 所 示 的 闭 区 域 D 来 说 , 它 的 边界 曲线 L 为 MNPM ， 


引进 一 条 辅助 线 ABC, 把 DRD D D, 三 部 y 
分 .应 用 公式 (1) 于 每 个 部 分 ， 得 | 
JCE- = Ejaz dy = — Pdz + Оду, | 


[62 - ане = $s Paz + аш, 


D; 


IES = эу )drdy = = ф— Рах + К; б 


b; 


把 这 三 个 等 式 相 加 ,注意 到 相 加 时 沿 辅助 曲线 来 回 的 曲线 积分 相互 抵消 , 便 得 
l. 25 )dzdy= 中 Рах + Оду. 


其 中 工 ВАХЁ D 来 说 为 正方 向 . 一 般 的 ， 公式 (1) 对 于 由 分 段 光滑 曲线 转 成 的 
闭 区 域 都 成 立 .证 毕 . 


注意 ,对 于 复 连 通 区 域 D РИЕТИ 包括 沿 区 域 D 的 全 部 边界 的 
曲线 积分 ， 且 边 界 的 方向 对 区 域 DD 来 说 都 是 正 向 . 
下 面 说 明 格 林 公 式 的 一 个 简单 应 用 ， | 
在 公式 (1) 中 取 P= -y,Q=z, 即 得 
2 | 4хау= $ zdy- уйш. 
上 式 左 端 是 闭 区 域 D 的 面积 A 的 两 倍 ,因此 有 
Аф zdy- уйг. (4) 


1 KME = = acos 0, y= bsin 9 所 围 成 图 形 的 面积 人 
8 根据 公式 (4) 有 


2r 
A =, хду- ydz = = ;| (abcos 0 + absin’ 0)d0 
0 : 


= Lab [ao = mab. | 
12 设 工 是 任意 一 条 分 段 光滑 的 闭 曲线 ,证 明 


证 < P=2<xy,Q = х, 


"сад әр. 
„дж E ras 2z= 0. 


因此 ,由 公式 (1) 有 | 
ф, йс дна s asas 0. 


例 3 wa ffe г” тей: 其 中 D 是 以 O(0， 0), Аа, 1), В(0, 1) 为 顶点 的 三 


ARMEA и - 12). К 
解 令 $ P= 0,Q= хе” „І 
aQ ар у 
а= Jy =e Е 
因此 ,由 公式 (1) 有 
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2 ' Ж >32 1 _ 2 1 1 
fe ? dzdy= Í те ” dy = | хе? dy=| хе * dr=—(1-e ). 
J OA+ AB+ BO OA 0 2 


例 4 计算 中 20077 uh L 3— 328 SO эии B AE ER s 
MESET HER, L 的 方向 为 道 时 针 方向 . 
解 e P= Q ЙЭ z + 20 B I 
TEY T ТЫУ | 
29 y -r 3P 
| дх (rit+y): ду 
i L ТЕАИ 5809 D. (0,0) Єр 时 ,由 公式 (1) 便 得 


j хду- уйх -0， 
L х +y , 


当 (0,0)ED 时 ,选取 适当 小 的 +r >0, 作 位 于 DD 内 的 圆周 1:x*+ у =r. WL 
їп! 所 围 成 的 闭 区 域 为 D，( 图 11- 13). 对 复 连通 区 域 D, 应 用 格林 公式 ,得 


ф YT g Y=0 
L < +y г ж +y у 


В 11-12 | . 图 11-13 


Жр ¿ 的 方向 取道 时 针 方 向 .于 是 
d xdy- ydz _ d xdy- уйт _ K г? cos? Ө + ғ? ѕіп? 0 
L [ r 


40=2т. 


xr ty x= Жу 0 


=. 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 物理 力学 中 要 研究 所 谓 势 场 ,就 是 要 研究 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 的 情 
形 . 在 什么 条 件 下 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ? 这 个 问题 在 数学 上 就 是 要 研究 曲 


Ф 对 于 连续 曲线 L:r=@(t),y= plt), a Kt SB, ШИТ t=a,t=B9h, гз, Bt, Celt), 
ф\г,))5(ф(г»), p) 483455Н Ж, ШЖК L 是 无 重点 的 曲线 . 
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线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 .为 了 研究 这 个 问题 , 先 要 明确 什么 叫做 曲线 积分 
Ё Рах + Оду 与 路 径 无 关 ， 


设 G 是 一 个 区 域 ,P(z,y) 以 及 Q(z， DEKR G 内 具有 一 MEZAT 
数 .如 果 对 于 G 内 任意 指定 的 两 个 点 А.В ЦКС „ү 
从 点 A 到 点 B 的 任意 两 条 曲线 л, (图 = 


等 式 L, AB 
j Pdz + Qdy = f Pdz + Qdy O 
恒 成 立 ,就 说 曲线 积分 | Paz + Qdy 在 G 内 与 路 径 无 0 一- 


关 , 否 则 便 说 与 路 径 有 关 . 11-14 
在 以 上 叙述 中 注意 到 ,如 果 曲 线 积分 与 路 径 无 关 ,那么 : 


| Piz+Qdy=| Рах + Ойу. 
L, | е L, 


由 于 | "V 
| Рах + Qdy= - | Рах + Qdy, 
L, L, 
所 以 | Pdz + Qdy + | Рах + Оду = 0, 
， Li L, : 
从 而 с. ф,, Вахау, 


1* 2 


这 里 L, + L; 是 一 条 有 向 闭 曲 线 ， 因此 ,在 区 域 G 内 由 曲线 积分 与 路 径 无 关 可 
推 得 在 G 内 沿 闭 曲线 的 曲线 积分 为 零 . 反 过 来 ,如 果 在 区 域 G 内 沿 任意 闭 曲线 
的 曲线 积分 为 零 ,也 可 推 得 在 G 内 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 由 此 得 出 结论 ;曲线 积 


分 | Рах + Оду ХЕ С 内 与 路 径 无 关 相当 于 沿 G 内 任意 闭 曲 线 C 的 曲线 积分 
中 Pdz + Оду 等 于 零 . 


定理 设 区 域 G 是 一 个 单 连通 域 ,函数 P(z,y),Q(z,y) 在 G 内 具有 一 
阶 连续 偏 导数 , 则 曲线 积分 | Paz + оф 在 G 内 与 路 径 无 关 ( 或 沿 G AERA 


акин» юне рина 
с = ыб? T (5) 
ду дх =- | | 
在 G 内 恒 成 立 . РС | 


证 先 证 条 件 (5) 是 充分 的 .在 G 内 任 取 一 条 闭 曲 线 C ,要 证 当 条 件 (5) 成 
立时 有 中 Рах + Qdy=0. 因为 G 是 单 连通 的 ,所 以 闭 曲线 C 所 围 成 的 闭 区 域 
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D 全 部 在 G 内 ,于 是 (5) 式 在 D 上 恒 成 立 .应 用 格林 公式 ,有 
| 25 )а dy = 中 Рах + Оду. 


上 式 左 端 的 二 пит (ижшңин@- SEED 上 恒 为 零 )， 从 而 右 端 


的 曲线 积分 也 等 于 零 . 

再 证 条 件 (5) 是 必要 的 .现在 要 证 的 是 :如 果 沿 G 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 
为 零 ,那么 (5) 式 在 G 内 恒 成 立 . 用 反 证 法 来 证 . 假设 上 述 ; EETRI, 那么 G 
内 至 少 有 一 点 Mo, 使 


ту 0 
不 妨 假定 [сил = >0. 


ШКЭ эЛЕ G 内 连续 ,可 以 在 G 内 取得 一 个 以 M， 为 圆心 ,半径 足够 小 的 加 


形 闭 区 域 K ,使 得 在 К 上 恒 有 
дл ду 2: 
于 是 由 格林 公式 及 二 重 积分 的 性 质 就 有 


ф Paz+rody- [(22- зу ара, 


这 里 у JE K 的 正 向 边界 曲线 ， EK 的 面积 .因为 7>0, o>0, 从 而 
$ Pdz + Qdy>0. 


这 结果 与 沿 G 内 任意 闭 曲线 的 曲线 积分 为 零 的 假定 相 矛 盾 , 可 见 G 内 使 (5) 式 
不 成 立 的 点 不 可 能 存在 , 即 (5) 式 在 G 内 处 处 成 立 . 证 毕 . 
在 第 二 节 第 二 目 例 3 中 我 们 看 到 ,起 点 与 终点 相同 的 三 个 曲线 积分 


| 2zydz + zzdy 相等 .由 定理 2 来 看 ,这 不 是 偶然 的 ， 因为 这 里 了 5 = =2z 


在 整个 xOy 面 内 恒 成 立 ,而 整个 zOy 面 是 单 连通 域 ,因此 曲线 积分 |, еу 


r dy 与 路 径 无 关 ， 

在 定理 2 中 ,要 求 区 域 G 是 单 连通 区 域 ， 且 函 数 P(z,y)、Q(z， эж с G 内 
具有 一 阶 连续 偏 导 数 .如 果 这 两 个 条 件 之 一 不 能 满足 ,那么 定理 的 结论 不 能 保证 
成 立 . 例 如 ,在 例 4 中 我 们 已 经 看 到 , 当 工 虽然 除去 


原点 外 ， 便 有 52 = 35, 但 沿 闭 曲线 的 积分 中 Pdz + Qdy 才 0, 其 原因 在 于 区 域 


内 含有 破坏 函数 Р, алд, OP ЕЕ О IRERE RA 
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三 、 二 元 函数 的 全 微分 求 积 


现在 要 讨论 :函数 P(z,y)`.Q(z,y) 满 足 什么 条 件 时 ,表达 式 P(z,y)dz 
+ Q(z,y)dy 才 是 某 个 二 元 函数 x(z,y) 的 全 微分 ; 当 这 样 的 二 元 函数 存在 时 
把 它 求 出 来 ， 

定理 3 设 区 域 G 是 一 个 单 连 通 域 ,函数 P(z,y)、 (х,у) G 内 具有 一 
阶 连 续 偏 导数 , 则 P(xz,y)dr+ Q(z,y)dy 在 G 内 为 某 一 函数 u(x,y) 的 全 微 
分 的 充分 必要 条 件 是 | 


一 二 一 (5) 
在 С 内 恒 成 立 . 
证 先 证 必要 性 . 假设 存在 着 某 一 ЮЖ x(z,y) ,使 得 


ди= Р(х, у)іх + О(х,у)ду, 
ди 


则 必 有 эт = Р(х,у), E= Q(z,y). 
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从 而 azay ду' дудх дк’ 
由 于 Р.о 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， Еа ажа, айра = =. , 即 
ӘР _aQ 


37 = 让. 这 就 证 明了 条 件 (5) 是 必要 的 . 


再 证 充分 性 . 设 已 知 条 件 (5) 在 G 内 恒 成 立 , 则 由 定理 2 可 知 ,起 点 为 
Mu (zo,yo) ,终点 为 人 G 内 SEA Берн 
个 曲线 积分 写作 


(х,у) А I f . 
| Р(х,у)ах + Ө(=х,у)ау. 


(х,у) 
当 起 点 Mo (xo, yo) 固定 时 ,这 个 积分 的 值 取 决 于 终点 M(z,y), 因 此 , 它 是 z、y 
的 函数 ,把 这 函数 记 作 x(z,y), 即 
(r,y) 
и(х,у)= | | „Р(=,у)ах + О(х,у)ау Ф. (6) 


下 面 来 证 明 这 函数 u(xz,y) 的 全 微分 就 是 Р(х, у)ас + Q(z,y)dy. 因 为 


O 为 区 别 函 数 的 自 变 重 与 积分 变量 ,可 记 
и(х,у) = ү. ‚Р, 45 + Q(s,t)d:. 
20 '0 
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т = Р(х,у), = О(х,у). 
按 偏 导数 的 定义 ,有 


Iu im tAr, I u(r) 
дх А-0 Ах 


由 (6) 式 ,得 
и(х+Ах,у)= [2 plz,y)dz + О(х,у) ау. J 


(х,у 


由 于 这 里 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 可 以 取 先 从 M, 到 

AM ,然后 沿 平行 于 z 轴 的 直线 段 从 M 到 作为 上 式 右 

端 曲线 积分 的 路 径 ( 图 11 ~ 15) .这样 就 有 
и(х+Ах,у) = u(rz,y)+ О 


(х+Ат,у) 
| P(z,y)dz + Q(z,y)dy. 
Cany) 11-15 


从 而 | 
«(ж Ауу) абез) = | Plz,y)dz + О(т,у)Чу. 
因为 直线 段 MN 的 方程 为 y= 常数 , 按 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 法 ,上 式 成 为 
и(ж+Ах,у)-ш(т,у)= [ Р(т,у)йт. 


应 用 定 积分 中 值 定理 ,得 
и(х+Ах,у)-и(х,у)=Р(х+@ӨАх,у)Ах (0<0<1). 
上 式 两 边 除 以 Az ,并 令 Ах->0 取 极 限 . 由 于 P(z,y) 的 偏 导数 在 С 内 连续 ， 
P(z,y) 本 身 也 一 定 连续 ,于 是 得 
з= = Р(х,у). 
同 理 可 证 
эт = 002,5). 
这 就 证 明了 条 件 (5) 是 充分 的 .证 毕 . | 
由 定理 2 及 定理 3, 立 即 可 得 如 下 推论 
阶 连 续 偏 导数 , 则 曲线 积分 :| Paz + Qdy 在 G 内 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 
是 :在 G 内 存在 函数 u(z,y), 使 du = Рах + Qdy. 


根据 上 述 定理 ,如 果 函 数 P(xz,y)、Q(z,y) 在 单 连 通 域 G 内 具有 一 阶 连续 
209 · 


偏 导 数 , 且 满足 条 件 (5) ,那么 Pdz + Qdy 是 某 个 函数 的 全 微分 ,这 函数 可 用 公 
式 (6) 来 求 出 .因为 公式 (6) 中 的 曲线 积分 与 路 径 无 关 ,为 计算 简便 起 见 , 可 以 选 
择 平行 于 坐标 轴 的 直线 段 连 成 的 折线 M, RM 或 мм 人 
11 一 16) ,当然 要 假定 这 些 折线 完全 位 于 G 内 . 

在 公式 (6) 中 取 M, RM 为 积分 路 线 , 得 


| и(т,у)= | Ple, yoda + | Q(z, y)dy. 
在 公式 (6) 中 取 M, SM А7, MAR и 也 可 表 为 


(х,у) = |. © (хт, ,у)ду |: Р(х®,у)дх. 


Ур. Soy) М(ху) 


Муху) REY) 


O А1,0). BGO x 


Eu- 16 т. т . 图 11- 17 


例 5 验证 : (> 个 本。 并 求 出 


一 个 这 样 的 函数 . 
解 在 例 4 中 已 经 知道 , 令 


在 右 半 平面 内 恒 成 立 ,因此 在 右 半 平面 内 "Чу 旁 是 某 个 函数 的 全 微分 
取 积分 路 线 如 图 11 - 17 所 示 ,利用 公式 (6) 得 所 求 画 数 为 


{zr,y) = | 
Zd dz 
ulz, y)= | — 
awm zr ty 
:_ [í ` zdy 一 ydr | хау — ydr 
ë —— + ТОРЫР Е ЛОН] 
АВ £ +y вс х + y 
А ҹу PE 
=0+ | = z. [arctan >] = arctan 2. 
о х? + у? x Jo. ВК Жоо: 
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16 验证 :在 整个 хОу MA, zy dz + хг уду 是 某 个 函数 的 全 微分 ,并 求 
出 一 个 这 样 的 函数 . 
解 Ж Р=хту',О=х'у,НҢ. 


ӘР E ses IQ 
ду Y Jr 


在 整个 хОу 面 内 恒 成 立 ,因此 在 整个 хОу 面 内 ,zydz + z? уду 是 某 个 函数 的 
全 微分 . 

取 积 分 路 线 如 图 11 - 18 所 示 ,利用 公式 (6) 得 所 求 y 
函数 为 B(x.y) 


{х.у) 
и(х,у)= | zy dz + х? уду 
(0,0) 


= | zy dz + z? уду + | zy dz + х? уду 
ОА АВ 


> y х? у? о AGx,0) x 
=0+ [yay = *{ уду = ў š 
"全 微分 方程 
利用 二 元 函数 的 全 微分 求 积 ,还 可 以 用 来 求解 下 面 一 类 一 阶 微分 方程 . 
一 个 微分 方程 写成 
Р(х,у)4дх + Q(z,y)dy=0 (7) 


形式 后 ,如果 它 的 左 端 恰 好 是 某 一 个 函数 x(z,y) 的 全 微分 : 
ди(х,у)= Р(х,у)ах + Q(z,y)dy, 

那么 方程 (7) 就 叫做 全 微分 方程 . 

容易 知道 ,如 果 方 程 (7) 的 左 端 是 函数 x(z,y) 的 全 微分 ,那么 

и(х,у)=С 

就 是 全 微分 方程 (7) 的 隐 式 通 解 ,其 中 C 是 任意 常数 . 

由 定理 3 及 公式 (6) 可 知 , 当 P(z,y)、Q(z,y) 在 单 连通 域 G 内 具有 一 阶 
连续 偏 导数 时 ,方程 (7) 成 为 全 微分 方程 的 充分 必要 条 件 是 


ӘР _2Q 
ду дх 
EKR G 内 人 恒 成 立 , 且 当 此 条 件 满 足 时 ,全 微分 方程 (7) 的 通 解 为 
(x,y) 
ulz, y) aj Р(х,у)іх + Q(z,y)dy = С, (8) 
其 中 To» Уд 是 在 区 域 С 内 适当 选 定 的 点 М, 的 坐标 . 


例 7 求解 方程 
(5х*+3ху* — y')dz + (Зх? у-3ху + y2)dy=0.. 
Ж А Р(х,у)=5х°+3ху* – у,О(х,у) = 3х у-3=ху + у", 
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因此 ,所 给 方程 是 全 微分 方程 . 
取 Xo =0, yo =0, 根 据 公式 (8) ,有 


и(х,у) = [е + 3ху? — у?)ах + (3x? y — 3zy + y2)dy 
= | (5 + 3zy?° — у')йт + | dy 
=“ += у + 
于 是 ,方程 的 通 解 为 
r +z +. 
除了 利用 公式 (8) 以 外 ,还 可 以 用 下 面 的 方法 求解 全 微分 方程 . 
以 上 面 的 方程 为 例 .因为 要 求 的 方程 通 解 为 ulr, y) = C, 其 中 ulr, y) 
足 
ои =5л* +3ду*— y, 
故 
и(х,у) = 65 + Зху? – y` )dz 
| == += - шу} + oly), 
这 里 p(y) 是 以 у 为 自 变 量 的 待定 函数 .由 此 ,得 
Эк =3х°у-3лу° + g (y). 
X u(xz,y) 必 须 满足 
Je =3а?у- 32y ty 
H | 
Зх?у-Зху + ф'(у) = За? y- Злу + y. 
从 而 Ф), pog +C. 
所 以 ,所 给 方程 的 通 解 为 


r +z y = zy) ++ = С. 
“ 四、 曲线 积分 的 基本 定理 


若 曲线 积分 [в ,dr 在 区 域 G 内 与 积分 路 径 无 关 , 则 称 向 量 场 F 为 保守 场 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 另 一 种 形式 的 条 件 ,并 为 计 
算 保守 场 中 的 曲线 积分 提供 了 一 种 简便 的 方法 . 

定理 4( 曲 线 积分 的 基本 定理 ) 设 F(r,y)= P(rz,y)it+ Q(xz,y)j 是 平 
面 区 域 G 内 的 一 个 向 量 场 ,P(x,y)、Q(z,y) 都 在 G 内 连续 , 且 存 在 一 个 数量 


函数 f(z ,y) ,使 得 下 = Vf, 则 曲线 积分 | . dr 在 G 内 与 路 径 无 关 , 且 


f F .dr = f(B) - f(A), (9) 
其 中 工 是 位 于 G 内 起 点 为 A .终点 为 B 的 任 一 分 段 光滑 曲线 . 
证 设 工 的 向 量 方 程 为 


г= ф(:)і+ 4(:)ј,:Є[а, В], 
起 点 A 对 应 参数 上 = a, 终点 В 对 应 参数 上 = В. 


由 假设 ,f=P,f,= Q,P、Q 连续 ,从 而 f 可 微 , 且 


= 98 dt +f, Pv + |= Е", 
于 是 
| F. dr = |F F. dt af Sar = fll), 0001, 
= f(B)- о aa 
证 毕 . 


定理 4 表明 ,对 于 势 场 下 ,曲线 积分 [ғ . dr 的 值 仅 依赖 于 它 的 势 函 数 了 在 


路 径 L 的 两 端点 的 值 ,而 不 依赖 于 两 点 间 的 路 径 , 即 积分 |F . dr 在 G 内 与 路 
径 无 关 . 也 就 是 说 : 势 场 是 保守 场 . 
公式 (9) 是 与 微 积 分 基本 公式 
| /(\х)ах = F(b)- F(a) 


(其 中 Е'(х) = f(z)) 完 全 类 似 的 向 量 微 积分 的 相应 公式 , 称 为 曲线 积分 的 基本 
公式 . 


习 题 11-3 


1. 计算 下 列 曲线 积分 ,并 验证 格林 公式 的 正确 性 ， 

OG, Qay-z')dz + (z+ y)dy, JEH L E B dpt y = z M y? = z 所 转 成 的 区 域 
的 正 向 边界 曲线 ; 

(2) ф, (х®- zy')dr + (у* -2xy)dy, 其 中 上 是 四 个 顶点 分 别 为 (0,0)、(2,0)、(2,2) 和 


(0,2) 的 正方 形 区 域 的 正 向 边界 . 
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2. 利用 曲线 积分 , 求 下列 曲 线 所 围 成 的 图 形 的 面积 ， 
(1) BÉR т = acos't,y= asin t; 

(2) Ж 91° + 16y = 144; 

(3) B| х? + у =2ах. 


з. MEMRB G, OE , 其 中 L IMAC - +7 =2,L 的 方向 为 过 时 针 方向 


4. 证 明 下 列 曲线 积 分 在 整个 хОу 面 内 与 路 径 无 关 , 并 计算 积分 值 : 
о е + у)ах + (х - y)dy; 
з.) | 
(2) |, „(622 — у?)ах + (6х2 у – 3zy`)dy; 
(2,1) р 
(з) | „Олу- у? + 3)dr + (а? = 4257). 
5. 利用 格林 公式 ,计算 下 列 曲 线 积分 : 
аф, (2z-y+4)dz+(5y+3z 一 6)dy, 其 中 工 为 三 顶点 分 别 为 (0,0)、(3,0) 和 (3,2) 
的 三 角形 正 向 边界 ; 
of (х? ycos z+2zysin x - y e )dx + (х?зіп = -2ye )dy, 其 中 工 为 正 向 星 形 线 
2 2 2 
x3 + y3 =a3(a>0); 
(3) [, (20у? – угсоз х)іх + (1- 2узіп х + 3х? 六 )dy, 其 中 工 为 在 抛物 线 2r = nry 上 


由 点 (0,0) 到 ( 屯 ,1 ) 的 一 段 弧 ; 


wf, (2? - y)dz- (z + sin? у)4ду,Җ L ВЕН у= /2z- z: ЕЩ Җ (0,0) A 


(1,1) 的 一 段 弧 ， 
6. 验证 下 列 Р(х,у)ах + Q(x,y)dy 在 整个 xOy 平 面 内 是 某 一 函数 w(x,y) 的 全 微分 ， 
并 求 这 样 的 一 个 u(xz,y): 
(1) (z+2y)dz+(2z+y)dyi; 
(2) 2zydz + z2dy; 
(3) 4sin zsin Зусоѕ rdx — 3соз 3ycos 2zdy; 
(4) (Зх y +8xy2)dz + (x° +8х* у+ 12уе”)ду; 
(5) (2хсоз у + ycos 7)dr + (2ysin x — x’sin y)dy. 
7. 设 有 一 变 力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 X=z+y， Y=2xy 一 8, 这 变 力 确定 了 一 个 力 场 . 
证 明 质 点 在 此 场 内 移动 时 , 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 ， 
“8. 判别 下 列 方程 中 哪些 是 全 微分 方程 ? 对 于 全 微分 方程 , 求 出 它 的 通 解 . 
(1) (322 + бху°)айх + (бх y+4y )dy=0; 
(2) (а®-2ху-у')айх-(х+ y) dy=0 (a 为 常数 ); 
(3) едх + (хе – 2у)ау= 0; 
(4) (recos у + соз х) у’ – ysin х + ѕіп у= 0; 
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(5) (х2 — y)dz - rdy=0; 
(6) у(х - 2у)ӣх ~ х dy= 0; 
(7) (1+е°)ар + 2ре 46 = 0; 
(8) (z? + уг )ах + худу =0. 
9. 确定 常数 4, 使 在 右 半 平面 z >0 上 的 向 量 4(z,y)=2zy(z + y i- z? (х + 
FYJ 为 某 二 元 函数 wx(z,y) 的 梯度 ,并 求 (zz,y). 


第 四 节 对 面积 的 曲面 积分 


一 、 对 面积 的 曲面 积分 的 概念 与 性 质 


在 本 章 第 一 节 第 一 目的 质量 问题 中 ,如 果 把 曲线 改 为 曲面 ,并 相应 地 把 线 密 
E р(х,у) ШЕ а(х, у, х), ЛЕНА НДЧ ДУ, 改 为 小 块 曲面 的 面积 
AS, ,而 第 i 小 段 曲线 上 的 一 点 (& ,7 ) 改 为 第 i 小 块 曲面 上 的 一 点 (& ,7 6), BB 
么 ,在 面 密度 w(z,y,z) 连 续 的 前 提 下 ,所 求 的 质量 m 就 是 下 列 和 的 极限 : 


m = lim > н(& Tio t )AS,, 
其 中 表示? 小 决 曲面 的 直径 @ 的 最 大 什 ， 
这 样 的 极限 还 会 在 其 他 问题 中 过 到 . 抽 去 它们 的 具体 意义 ,就 得 出 对 面积 的 
曲面 积分 的 概念 . 
定义 ” 设 曲 面 3 是 光滑 的 @ ,函数 f(z,y,z) 在 5 上 有 界 .把 x 任意 分 成 
п 小 块 AS;(AS; 同时 也 代表 第 i 小 块 曲面 的 面积 ) , 设 (&,, 7, 5) 是 AS, 上 任意 


取 定 的 一 点 , 作 乘 积 fl(é, 7: › 5) А5, (i = ПРЕ Рая 7 ) ,并 作 和 DAEM» 


t, )AS, ,如 果 当 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 大 值 4 一 0 时 ,这 和 的 极限 总 存在 , 则 称 
此 极限 为 函数 f(z,y,z) 在 曲面 2 上 对 面积 的 曲面 积分 或 第 一 类 曲面 积分 , 记 


«ус, z)dS , 即 


сэ. z)dS= lim > Е.т. )А5,, 


Ф 以 后 都 假定 曲面 的 边界 曲线 是 分 段 光滑 的 闭 曲 线 , 且 曲面 有 界 . 

© 曲面 的 直径 是 指 曲面 上 任意 两 点 间 虐 离 的 最 大 者 . 

@ 所 调 曲 面 是 光滑 的 ,就 是 说 ,曲面 上 各 点 处 都 具有 切 平面 , 且 当 点 在 曲面 上 连续 移动 时 , 切 平面 
也 连续 转动 . 
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其 中 F(z,y,z) 叫 做 被 积 函 数 ,于 叫做 积分 曲面 . 

我 们 指出 , 当 f(z,y,z) 在 光滑 曲面 5 上 连续 时 ,对 面积 的 曲面 积分 是 存 
在 的 .今后 总 假定 F(z,y,z) 在 X 上 连续 . 

根据 上 述 定义 , 面 密 度 为 连续 函数 u(xz,y,z) 的 光滑 曲面 X 的 质量 mm ,可 
表示 为 u(z,y,z) 在 5 上 对 面积 的 曲面 积分 : 


m= | (zy, zas. 


如 果 x 是 分 片 光滑 的 ,我们 规定 函数 在 x 上 对 面积 的 曲面 积分 等 于 函数 
在 光滑 的 各 片 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 之 和 . 例如, 设 可 分 成 两 片 光滑 曲面 
У, 及 5，( 记 作 = x+ x, ,就 规定 
J f(x, j l a z)dS. 


由 对 面积 的 曲面 积 分 的 定义 可 知 ， 它 具 有 与 对 弧 长 的 曲线 积分 相 类 似 的 性 
Ж „ХШ ЖИ ЖЕШ. 


二 、 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 法 


设 积分 曲面 5 由 方程 z= z(z,y) 给 出 , 王 在 
хОу 面 上 的 投影 区 域 为 D。 (图 11- 19) ,函数 = = 
z(z,y) 在 D,, 上 具有 连续 偏 导数 ,被 积 函数 (a, 
y,z)fE > 上 连续 . 

按 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 ,有 


[[/‹=›»›©48=щ DAE m AS (D B 11-19 


设 三 上 第 ;i 小 块 曲面 AS;( 它 的 面积 也 记 作 AS) E хОу 面 上 的 投影 区 域 
为 (Ac ).( 它 的 面积 也 记 作 (Ac; ).,) , 则 (1) 式 中 的 AS, 可 表示 为 二 重 积分 
AS, = [ М1+ (х,у) + 22 (х,у)ахау. 


(да. ) 
i y 


利用 二 重 积 分 的 中 值 定 理 , 上 式 又 可 写成 
1+ <; (#; s7; ) + z (8 ‚11 )(Ас,).,, 
其 中 (&; ‚т, ENARA) Б-д. ХЕ (Е, р, )Ж® Z LW) — F M 


@ 分 片 光滑 的 曲面 是 指 由 有 限 个 光滑 曲面 所 组 成 的 曲面 .以 后 我 们 总 假定 曲面 是 光滑 的 或 分 片 光 
滑 的 . 
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t, эз z( 8, » 1); ) ,这 里 (& s 1); ,0) 也 是 小 闭 БК (Ао, ЖИ ЕА. 于 是 
> JCE; › 1; » Ё )А5, 


= >.Л&,т,2(,1)) 1 + z ( ë”, ‚їй ) + z, (E; 7: ) (До, ),, . 


由 于 函数 FLz,y,z(z,y)] 以 及 函数 V1+ 22 (х,у) + z. (х,у) #18628 D, 
上 连续 ,可 以 证 明 , 当 4 一 0 时 ,上 式 右 端的 极限 与 


> FUE, m, yale: , 7; ) Iy 1+ z (Es) + z ( ë, ,7:) (Ao, ) ay 
的 极限 相等 .这 个 极限 在 本 目 开 始 所 给 的 条 件 下 是 存在 的 , 它 等 于 二 重 积分 


fiey zz,»)] 1+ (х,у) + ,(х,у)йхду, 
p 


TY 


因此 左 端的 极限 即 曲 面积 分 pe ,y,z)dS 也 存在 , 且 有 
[у= ,у,2)15 


一 f Aey z(x,y)]y 1+zi(z,y)+z,(z,y)drdy. (2) 


D, 

这 就 是 把 对 面积 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 的 公式 .这 公式 是 容易 记忆 的 ,因为 曲 
ШУ 的 方程 是 z= z(x,y), 而 曲面 积分 记号 中 的 dS 就 是 
/1+ 22 (х,у) + zy(z,y)dzdy. 在 计算 时 ,只 要 把 变量 z Izl, y), dS% 
为 VY 1+ 22 + zdzrdy, 再 确定 3 在 zxOy 面 上 的 投影 区 域 D, ,这 样 就 把 对 面积 的 
曲面 积分 化 为 二 重 积分 了 . 

如 果 积 分 曲面 王 由 方程 z=z(y,z) 或 y=y(z, 工 ) 给 出 ,也 可 类 似 地 把 对 
面积 的 曲面 积分 化 为 相应 的 二 重 积分 . 

例 1 计算 曲面 积分 | 富 хна +y + = at 被 平面 z= 


h (0< < a) 截 出 的 顶部 (图 11-20). 
解 5 的 方程 为 
z = 4 а? - х? - у?. 
> {ЕхОу 面 上 的 投影 区 域 D, ЖЖ ИЖ (х,у) 1х? +y Ka- h’. X. 
ГРЕЕ Wy a 
мыр у 
根据 公式 (2) ,有 
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利用 极 坐标 ,得 


а 一 


[®- ЕЕЕ 


2та É Jina - р?) | | =2xaln 
ni : 


图 11-20 ВЯ 11-21 
С #2 计算 оао, 其 中 3 是 由 平面 z=0,y=0,z=0 及 z+yt+z=1 


所 图 成 的 四 面体 的 整个 边界 而 (图 111-21). 
解 ” 整 个 边界 曲面 2 在 平面 z= 0.y=0、z=0 及 zx+y+z=1 上 的 部 分 依 
次 记 为 3, ,3, ,3 及 >,, Т Ж. 


zyzdS= || zyzdS+ || z=yzdS + || zyzdS + || zyzdS. 
анын! 
由 于 在 >\,2,,®, L, 被 积 函数 fayz) = xyz 均 为 零 ， 所 以 


Í zyzdS = | zyzdS = f zyzdS=0. 
z 2; 2, 


E >, E,z=1-z-y, HA 
Маа = тС 43, 
从 而 


2 


ф zyzds = || zeas= Ja — xz- y)dzdy, 
z D 


Ф 记号 G AREAN > rap. 
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其 中 D. J X, 在 хОу 面 上 的 投影 区 域 , 即 由 直线 x=0、y=0 及 z+y=1 所 围 
成 的 闭 区 域 .因此 


1 1-= 
ф а = | хах | у(1-х- y)dy 
o 0 


5 


М3 í 2 3 4 _ УЗ 
= | (z - 3 + Зх -x )іх = тәң. 


2] Е 11-4 


1. 设 有 一 分 布 着 质量 的 曲面 ,在 点 (z,y,z) 处 它 的 面 密 度 为 w(z,y,z), 用 对 面积 的 
曲面 积分 表示 这 曲面 对 于 .x 轴 的 转动 惯量 . 
2. 按 对 面积 的 曲面 积分 的 定义 证 明 公式 


Psoas ú Sey as + [[/бх.у,х)а8, 
5 A FA z 


其 中 Z EH >, 和 >, 组 成 的 . 
3. х E: zOy 面 内 的 一 个 闭 区 域 时 ,曲面 积分 |/(z，y,z)dS 与 二 重 积分 有 什么 关系 ? 


4. 计算 曲面 积分 ||r(z,y，,z)dS ,其 中 > 为 抛物 面 zx=2- (ж? + у) хОу 面 上 方 的 部 
£ 


分 ,f(z,y,z) 分 别 如 下 ; 

' (1) f(z,y,z)=1; 
(2) f/(z,y,z)= x+y"; 

(3) f(x,y, z)=3z. 


5, 计算 | (z?+ 5946, х Ж: 
(1) 锥 面 z= r + у RPH z=1 所 围 成 的 区 域 的 整个 边界 曲面 ; 


(2) 锥 面 z =3(z: + y  ) 被 平面 z=0 和 z=3 所 截 得 的 部 分 . 
6. 计算 下 列 对 面积 的 曲面 积分 : 


о] (51223 3>)а5, де ужа +T + = 1 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ; 
(2) |o: 22 -zt+z)dS, 其 中 了 为 平面 2z+2y+z=6 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 ; 
(3)|‖(z+y+ z)dS ,其 中 Z ARE z +y + 22 а? 上 z (0< h< a) ЮА: 
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(4) |‖ Cyt e+ xs)dS, 其 中 三 为 难 面 == т + у ШЕШ z° + ° =2az 所 项 得 的 有 
BED ии 
7. RMATA == L (2 +y) (ОсОО НЕНТ „==. 
8. 求 面 密度 为 po 的 均匀 半球 壳 ty +r а? (>й) Т z 轴 的 转动 惯量 . 


第 五 节 ”对 坐标 的 曲面 积 


= 、 对 坐标 的 曲面 积 分 的 概念 与 性 质 


我 们 对 曲面 作 一 些 说 明 . 这 里 假定 曲面 是 光滑 的 . 

通常 我 们 遇 到 的 曲面 都 是 双 侧 的 , 例如 由 方程 = z(x,y) 表 示 的 曲面 ,有 
上 侧 与 下 侧 之 分 0; 又 例如 ,一 张 包围 某 一 空间 区 域 的 闭 曲 面 ,有 外 侧 与 内 侧 之 
分 .以 后 我 们 总 假定 所 考虑 的 曲面 是 双 侧 的 ， 

在 讨论 对 坐标 的 曲面 积分 时 ,需要 指定 曲面 的 侧 .我 们 可 以 通过 曲面 上 法 向 
量 的 指向 来 定 出 曲面 的 侧 .例如 ,对 于 曲面 = = (х,у) ,如 果 取 它 的 法 向 量 n 的 
指向 朝 上 ,我 们 就 认为 取 定 曲面 的 上 侧 ; 又 如 ,对 于 闭 曲面 如 果 取 它 的 法 向 量 的 
指向 朝 外 ,我 们 就 认为 取 定 曲面 的 外 侧 . 这 种 取 定 了 法 向 量 亦 即 选 定 了 侧 的 曲 
面 ,就 称 为 有 向 曲面 . 

设 卫 是 有 向 曲面 .在 了 上 取 一 小 块 曲面 AS ,把 AS 投影 到 xzOy 面 上 得 一 
投影 区 域 , 这 投影 区 域 的 面积 记 为 (Ac),, .假定 AS 上 各 点 处 的 法 向 量 与 z 轴 的 
夹 角 y 的 余弦 соз y 有 相同 的 符号 ( 即 соз y 都 是 正 的 或 都 是 负 的 ) .我 们 规定 
AS É хОу 面 上 的 投影 (AS)。 为 


(Ле), cos y>0， 

co соз y <0, 

0, cos y=0. 
其 中 cos y=0 ШЖ JE (Ас), =0 的 情形 .AS ТЕ хОу 面 上 的 投影 (AS), 实际 就 
是 AS É хОу 面 上 的 投影 区 域 的 面积 附 以 一 定 的 正 负 号 .类 似 地 可 以 定义 AS 


在 yOz 面 及 zOz 面 上 的 投影 (AS),- 及 (AS).-. 
下 面 讨论 一 个 例子 ,然后 引进 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 . 


O 按 惯例 ,这 里 假定 = 轴 铅 直 向 上 . 
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流向 曲面 一 侧 的 流量 ” 设 稳定 流动 0 的 不 可 压缩 流体 (假定 密度 为 1) 的 速 

度 场 由 
о (z,y,sz)=P(z,y,z)i+tQ(z,y,z)j+R(z,y,z)k 

给 出 ,3 是 速度 场 中 的 一 片 有 向 曲面 ,函数 P(z,y,z)、Q(z,y,z)、R(zr,y,z) 
都 在 > 上 连续 , 求 在 单位 时 间 内 流向 X 指定 侧 的 流体 的 质量 , 即 流 量 Ф. 

如 果 流 体 流 过 平面 上 面积 为 A 的 一 个 闭 区 域 , 且 流 体 在 这 闭 区 域 上 各 点 处 
的 流速 为 ( 常 向 量 )m ,又 设 п 为 该 平面 的 单位 法 向 量 ( 图 11 -22(a)) ,那么 在 单 
位 时 间 内 流 过 这 闭 区 域 的 流体 组 成 一 个 底面 积 为 A 、 斜 高 为 |v | 的 斜 柱 体 ( 图 
11 ~ 22(b)). 


(a) (b) 


图 11- 22 
当 (vn)= 96< 子 时 ,这 斜 柱 体 的 体积 为 
Alo |соѕ = Ao ·п. 
这 也 就 是 通过 闭 区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 外 ; | 

(9 n)= 于 时 ,显然 流体 通过 闭 区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 Ф 为 零 ， 
而 Av "n=0, 故 B= Av 'n=0; 

(о n)>28,Ao ,ma<0, 这 时 我 们 仍 把 Av п 称 为 流体 通过 闭 区 域 A 
流向 n 所 指 一 侧 的 流量 , 它 表示 流体 通过 闭 区 域 A 实际 上 流向 п 所 指 一 侧 ， 
且 流 向 п 所 指 一 侧 的 流量 为 ~ Av .nm .因此 ,不 论 (wm ) 为 何 值 ,流体 通过 闭 
区 域 A 流向 n 所 指 一 侧 的 流量 Ф 3322 Ао "п. Е 


由 于 现在 所 考虑 的 不 是 平面 闭 区 域 而 是 一 片 曲 面 , 且 流 速 w 也 不 是 常 向 量 ， 
因此 所 求 流量 不 能 直接 用 上 述 方法 计算 .然而 过 去 在 引出 各 类 积分 概念 的 例子 


Ф 所 谓 稳定 流动 ,就 是 说 ,流速 与 时 间 : 无 关 . 
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中 一 再 使 用 过 的 方法 ,也 可 用 来 解决 目前 的 问题 ， 
把 曲面 Z ZR n 小 块 AS;(AS, 同时 也 代表 第 i ТТР 在 5E 
光滑 的 和 w 是 连续 的 前 提 下 ,只 要 AS, 的 直径 很 小 ， 我 们 就 可 以 用 AS, 上 任 一 
点 (&, 刀 ,&) 处 的 流速 
v= (6..5) Е 
SPEM + ОС, т, G) ERCE л, 8 )k 
代替 AS, 上 其 他 各 点 处 的 流速 ,以 该 点 
(2,7,6) КЕ > 的 单位 法 向 量 
п; = cos a;i + cos B, j + cos Yik 
代替 AS, 上 其 他 各 点 处 的 单位 法 向 量 ( 图 
11 一 23). 从 而 得 到 通过 AS, 流向 指定 侧 的 流 
量 的 近似 值 为 | 
о, n, AS, (i=1,2,.,n). 
于 是 ,通过 流向 指定 侧 的 流量 


Ф = У vi" п, А$, 
i=l 


11-23 


= SOIP т. {ов Qi + Q(E ,m , t; )cos B, + R(& , 7 , t, )cos у, ]AS; , 


cos а; *AS,=s(AS;,),. , 
cos A; 'AS,=s(AS,).,, cos y,*AS,=s(AS,)., , 
因此 上 式 可 以 写成 


DEPP(E ,mt )(А5)„ + О(& p EDAS) a 


R(& ‚з, t,)(AS,),,]. 
A 4 一 0 取 上 述 和 的 极限 ,就 得 到 流量 Ф 的 精确 值 .这 样 的 极限 还 会 在 其 他 问题 
中 遇 到 . 抽 去 它们 的 具体 意义 ,就 得 出 下 列 对 坐标 的 曲面 积分 的 概念 ， 
定义 _ 设 3 为 光滑 的 有 向 曲面 ,函数 R(xz,y,z) 在 上 有 界 .把 > 任意 分 
成 ” 块 小 曲面 AS, (AS, 同时 又 表示 第 i 块 小 曲面 的 面积 ) ,AS, 在 хОу 面 上 的 
投影 为 (AS;)。,( т. )Ж AS, 上 任意 取 定 的 一 点 .如 果 当 各 小 块 曲面 的 直 
径 的 最 大 值 * 一 0 В, 


lim RE Ж/ДЕ ç. )(AS,),, 
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总 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 R(x,y,z) 在 有 向 曲面 3 上 对 坐标 +z、y 的 曲面 积 
分 , 记 作 R(x,y,z)dzdy, 妈 
рУ 


由 Rs y, z)dzdy = lim > a J te жэ 


其 中 R(xz,y， ORERE, 三 叫做 积分 曲面 . 
类 似 地 可 以 定义 函数 P(z,y,z) 在 有 向 曲面 > 上 对 坐标 >、z 的 曲面 积分 


|pCz,y, 2)dydz 及 函数 Q(z,y,z) 在 有 向 曲面 2 上 对 坐标 = z 的 曲面 积分 
J ~~ 
Jacey, z)dzdz 分 别 为 

[PGs,y,2)dydz= im DOPEN KILAS jaa 


fley z)dzdz= lim DAC smag )(AS,). 


以 上 三 个 曲面 积分 也 称 为 第 二 类 曲面 积分 . 

我 们 指出 , 当 P(z,y,z)、Q(z,y,z)、R(z,y,z) 在 有 了 向 光滑 曲面 2 上 连 
续 时 ,对 坐标 的 曲面 积分 是 存在 的 ,以 后 总 假定 P.Q.R 在 5 上 连续 . 

在 应 用 上 出 现 较 多 的 是 


[Рез =)dydz+ Јоса, y, =)dzdz+ | 0а, y z)dzdy 


这 种 合并 起 来 的 形式 ， 为 简便 起 见 ， 我 们 把 它 写 成 
[[Р(‹«, у, «)4уде + Q(z,y,z)dzdz + R(z,y,z)dzdy. 
z 
例如 ,上 述 流向 У 指定 侧 的 流量 @ 可 表示 为 
Ф= Р(х,у, х) буйг + Q(zr,y,z)dzdr + R(z,y,z)dzdy. 
如 果 > 是 分 片 光滑 的 有 向 曲面 ,我 们 规定 函数 在 上 对 坐标 的 曲面 积分 等 
于 函数 在 各 片 光 滑 曲 面 上 对 坐标 的 曲面 积分 之 和 . 


对 坐标 的 曲面 积分 具有 与 对 坐标 的 曲线 积分 相 类 似 的 一 些 性 质 . 例 如 : 
(1) 如 果 把 УЗВЕ, 和 2, , 则 


[[Р4уд« + Qdzdz + Rdzdy 
= | разах + Ойга Rdzdyt [| Раа + izde вазау (P 
x >, ( 
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公式 (1) 可 以 推广 到 > 分 成 3, ,3,,… ,ZE, 几 部 分 的 情形 . 
(2) 设 是 有 向 曲面 ,5 表示 与 3 取 相 反 侧 的 有 向 曲面 , 则 


а - [Редуд 
Í Qlz,y,z)dzdz = - |‖Q(z,y,z)dzdr， (2) 


[| К(х,у,х)ахау= - 2222 


(2) 式 表示 , 当 积分 曲面 改变 为 相反 侧 时 ,对 坐标 的 曲面 积分 要 改变 符号 . 因 
此 关于 对 坐标 的 曲面 积分 ,我 们 必须 注意 积分 曲面 所 取 的 侧 . 
这 些 性 质 的 证 明 从 路 ， 


二 、 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 法 


设 积分 曲面 У 是 由 方程 z= z(x,y) 所 给 出 的 曲面 上 侧 ,3 在 xOy 面 上 的 
投影 区 域 为 也,, 函 数 zx=z(z,y) 在 D,, 上 具有 一 阶 连 续 偏 导数 ,被 积 函数 
R(xz,y,z) 在 上 连续 . 

按 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 ,有 


IRE y, z)dzdy= lim DRE, 9 t )СА86; ) „> 
НУУЖ Е, соѕ Y>0, 所 以 
(AS; ) y = (Ао, ) ay 
又 因 (&,w,5) 是 上 的 一 点 , 故 5 = <x(6,, 0). 从 而 有 
PR, %,6)(А5,)., = RLG, Mozli) IAs) y- 
令 各 小 块 曲面 的 直径 的 最 大 什 A—0 取 上 式 两 端的 极限 ， 就 得 到 
[[Ё(х.у,)4хду= [[К!х›у,е(т,у)14хду. (3) 


这 就 是 把 对 坐标 的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 的 公式 ,公式 (3) 表 明 , 计 算 曲 面积 分 
[Ё‹=›у,›)4хау 时 ,只 需 将 其 中 变量 x 换 为 表示 的 函数 z(x,y) ,然后 在 > 


的 投影 区 域 D,, 上 计算 二 重 积分 即 可 . 
必须 注意 ,公式 (3) 的 曲面 积分 是 取 在 曲面 2 上 侧 的 ;如 果 曲 面积 分 取 在 x 
的 下 侧 , 这 时 cos 7Y<0, 那 么 
(AS;), = 一 (Aci)。， 
从 而 有 
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[Е‹«.»›=)ахау= - ПЕЕ 691597 (3°) 


类 似 地 ,如 果 三 由 z=z(y,z) 给 出 , 则 有 | 
sa = l z),y, z)dydz, (4) 


等 式 右 端 的 符号 这 样 决定 : 如 果 积 分 曲面 > 是 由 方程 z= zx(y,z) 所 给 出 的 曲面 
前 侧 , 即 соз a >>0, 应 取 正 号 ;反之 ,如 果 5 НА, ВІ cos а<0, Л 5. 
WR Z H y= y(z,zz) 给 出 , 则 有 


Јес» z)dzdx = + Ја», х), ахах, (5) 


等 式 右 端 的 符号 这 样 决定 : 如 果 积分 曲面 x 是 由 方程 y= y(z,z) 所 给 出 的 曲面 
右 侧 , 即 cos 8>0, 应 取 正 号 ;反之 ,如 果 3 取 左 侧 , 即 соз кн 应 取 负 号 ， 
例 1 计算 曲面 积分 


z + y dzdz + ахау, 
其 中 Z КОКО 的 整个 表面 的 外 侧 ,Q |(z,y,z)10<z<a,0<y<6,0< 
тс}. 
# ”把 有 向 曲面 3 分 成 以 下 六 部 分 : 
51:z=c (0(<х<а,0х<у<Ь) Е; 
X,iz=0 (0<ғ<а,0<у<ь) ЖТ; 
X r= а (0<у<ь,0<:<с) ЮА; 
Z zr =0(0<у<ь,0<=:<с) Б; 
5; :у= Б (0О<х<«<а,0<:<с) ЮЖ; 
Es :у=0 (0<х«а,0<:<с) ЮНА. 
Ж Е, .5, 外 ,其余 四 片 曲面 在 yOz 面 上 的 投影 为 零 ,因此 


[| 4582 = | х*дуде + || х?ауӣх. 
P Ы 2 


3 4 


— 


应 用 公式 (4) 就 有 
х*дуде = || а'@дуде— || 0ауах =a’ bc. 
[өе |» Te. 
类 似 地 可 得 
[аха = р? ас, 


> 


[== = с? ар. 


т 
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于 是 所 求 曲 面积 分 为 (a + b + c)abc. | 
例 2 计算 曲面 积分 ||zyzdzdy, 其 中 2 是 球面 z* +y + z = 1 外 侧 在 
| ЗА 
解 j x Jy x, 和 x, 两 部 分 (图 11-24), Х, 
的 方程 为 
EEN ss 
>, 的 方程 为 
z, =V 1- x° — y°. 


[аа = = | Zyzdzdy 十 ] хухахаӣу. 
z 


E 11-24 


上 式 右 端 的 第 一 个 积分 的 积分 曲面 х, 取 上 侧 , 第 二 个 
积分 的 积分 曲面 >, 取 下 侧 , 因 此 分 别 应 用 公式 (3) 及 (3 ) ,就 有 


[оаа = | хуМ1- х? — уѓахау- [cy 1-2? - y )dzdy. 
-人 x’ - y drdy. 


其 中 也, 是 3 KZ, 在 хОу 面 上 的 投影 区 域 ， 就 是 位 于 第 一 一 象限 内 的 而 形 x° + 
y <1 (zx 之 0,y 之 0). 利 用 极 坐 标 计算 这 个 二 重 积分 如 下 : 


2 | М1- х? ~ уахау =2 ff osin cos 8 ү 1 — р? odod0 
D D 


T 1 
= | sm 2648| o /1-—- р др 
0 0 Р 
二 
11616" 
_ 2 
从 而 [|z azas = 5. 


三 、 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 


设 有 向 曲面 5 由 方程 z= z(z,y) 给 出 ,3 # хОу 面 上 的 投影 区 域 为 DD,,， 
ЮЙ z= z(x,y) 在 D,, 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 ,R(zx,y,z) 在 X 上 连续 .如 果 
5 取 上 侧 , 则 由 对 坐标 的 曲面 积分 计算 公式 (3) 有 

` 226 · | 


kz z)dzdy= о 


另 一 一 方面 因 上 述 有 向 曲面 的 法 向 量 的 方向 余弦 为 


ЯЕ x, 27 25 = 1 
РР еу ss | I | 


WI ydS = f ®[х.у›«(=,у)14хду. 
由 此 可 见 ,有 
|R» z)dzdy= 2522 z)cos ydS. (6) 
ШЖ > RFM, 则 由 (3 ) 有 
| Rez,y=)dzrdy= 一 f| #[х›у,=(х,у)14хду. 


р 
ту. 


HiX k M. 
但 这 时 cos 7 аена S S So 
类 似 地 可 推 得 
[Рез уе = Р(х,у, яде «д5, (7) 
Јес. зова Гас у, z )cos 845. | (8) 


合并 (6) (7)、 (8) 三 式 ， 得 两 类 曲面 积分 之 间 的 如 下 联系 ; 


[раза Ж Ойейе t Rdzdy 
5 (9) 


= 5 а + Осоѕ В + Rcos y)dS, 
其 中 cos а .cos В.соѕ У 是 有 向 曲面 号 在 点 (xz,，y,z) 处 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 
两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 也 可 写成 如 下 的 向 量 形式 : 
[а а= = [[А-па5 ‚к (10) 
Е | 
Иб dS = i: dS, š | (107) 
其 中 A=(P,Q,R)， к= (оне; соз В, соз y) 为 有 向 曲面 在 点 (xz ,y,z) 处 的 


单位 法 向 量 ,dS = ndS=(dydz,dzdx ,drdy) 称 为 有 向 曲面 元 ,A, 为 向 量 4 在 
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向 量 n 上 的 投影 。 — 
例 3 计算 曲面 积分 | (22 + х)ауах – zdzdy, 其 中 5 是 旋转 抛物 面 = 
| # f 


T (z + у!) ЕЩ «=0 R z=2 之 间 的 部 分 的 下 便 . 
解 由 两 类 曲面 积分 之 间 的 联系 (9) ,可 得 
[оазе | се + адв “s= | +) ydzdy. 


在 曲面 上 上 ,有 


А = х = -1 
coram = sc уне с, 
/1+ хт + у Vitz +y 


IKG + x)dydz — zdzdy= || [Cx +x)(—<x)- zldrdy. 
5 | E 
再 按 对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 法 , 便 得 
IG + z)dydz – zdzdy 


-J 


D 


注意 到 [| таб + уг )ахау=0,#& 
Ds 


tt] lazas. 


[| (è + z)dydz - залау = [| [2° +2022 + у) ]azay 
š р 


. 2к 2 Е 2 1 > 
= + — = . 
| db |, [° соз 0 2° Jodo 8x 
J 题 11-5 
1. 按 对 坐标 的 曲面 积分 的 定义 证 明 公 式 
由 [Pr etPa(z,yz)ldyds 
= 由 Prz,yzdydzt ||P; (x.y, z)dyaz. 
2 x 


2. 5 Z 38 хОу 面 内 的 一 个 闭 区 域 时 ,曲面 积分 |R(z,y,z)dzdy 与 二 重 积分 有 什么 关系 ? 


3. 计算 下 列 对 坐标 的 曲面 积分 : 
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(1) |? y zdzdy, Ж Z 是 球面 x? + y + zx? = R2 的 下 半 部 分 的 下 例 ; 


(2) ||zdrdy + zdydz+ ydzdz ,其 中 > Æt Mr + y = 1 被 平面 z=0 及 z=3 所 截 得 
的 在 第 一 卦 限 内 的 部 分 的 前 倒 ; 

(3) | [rz yz) +x]dydz + [2/(х,у,) + yjdzdr + [f(x,y,z)+z]jdrdy, 其 中 
(zy，z) 为 连续 函数 是 平面 zx - y+ z=1 在 第 四 卦 限 部 分 的 上 侧 ; 

(4) ffezdzdy + zydydz + yzdzdz, 其 中 三 是 平面 z=0,y=0,z=0,z+y+z=1 ÉB 


成 的 空间 区 域 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 . 
4. 把 对 坐标 的 曲面 积分 


[Pey 24а +Q(xr,y,z)dz=dr + R(z,y,z)dzdy 


E 
化 成 对 面积 的 曲面 积分 ,其 中 
(1) Z 是 平面 3x +2y+2V3z=6 在 第 一 卦 限 的 部 分 的 上 侧 ; 
(2) > EWH z=8- (1+ y E хОу 面 上 方 的 部 分 的 上 侧 . 


第 六 节 高 斯 公式 “ 通 量 与 散 度 


一 、 高 斯 公式 


格林 公式 表达 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 积分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 之 间 
的 关系 ,而 高 斯 (Gauss) 公 式 表 达 了 空间 闭 区 域 上 的 三 重 积分 与 其 边界 曲面 上 的 
曲面 积分 之 间 的 关系 ,这 个 关系 可 陈述 如 下 : 

定理 1 设 空间 闭 区 域 2 是 由 分 片 光 滑 的 闭 曲 面 5 ПЕ, 
P(r,y,z).Q(z,y,z).R(r,y,z=)# 0 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 有 


ӘР 09 
[| [= + эз тэт ]Чо= ff Pasaz + Qdzdz + Rdzdy, (1) 
或 
Mae 25 dv= ф (Poos a + Qoos B+ Reos у)а5, (17) 


这 里 是 0 的 整个 边界 曲面 的 外 例 ， cos а cos В.соѕ y Ж 5 ЛОИ 
法 向 量 的 方向 余弦 .公式 (1) 或 (1 ) 叫 做 高 斯 公式 . 
证 由 第 五 节 公 式 (9) 可 知 , 公 式 (1) 及 (1 ) 的 右 端 是 相等 的 ,因此 这 里 只 要 
证 明 公式 (1) 就 可 以 了 . 
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设 闭 区 域 Q 在 zOy 面 上 的 投影 区 域 为 D, .假定 穿 过 О 内 部 且 平 行 于 z 轴 
的 直线 与 2 的 边界 曲面 3 的 交点 人 恰好 是 两 个 . 
这 样 ,可 设 X H x,,Xx, 和 x, 三 部 分 组 成 (图 
11-25), АФУ, ЯП >, 分 别 由 方程 z = zx (<, 
у) z= zz(z,y) 给 定 ,这 里 z,(z,y) 委 z:(z， 
у), ЖТР, >, REM; >, 是 以 р, 的 边界 
曲线 为 准 线 而 母线 平行 于 z 轴 的 柱 面 上 的 一 部 DGN 
分 , 取 外 侧 . 

根据 三 重 积分 的 计算 法 ,有 


27> y) 3R 
СЕМ =—d 
Riv = l É (x.y) д2 š, 


= j [R[z,y,zx (z,y)] - R[z,y,zi(z,y)]ldzdy. (2) 


Хз z=z)(x,y) 


ахау 


11 ~ 25 


р 
根据 曲面 积分 的 计算 法 ,有 
елене 一 || #ї=›»›а\(=.›)14хду. 


ы 


fre: y,z)drdy= р 2,(х,у)]ахау. 
因为 >, 上 任意 一 块 曲面 在 rOy 面 上 的 投影 为 零 ， 所 以 直接 根据 对 坐标 的 曲面 
积分 的 定义 可 知 | 
[| кс.» ахау =o. 
把 以 上 三 式 相 加 ,得 _ | 本 
[Е‹х›у,)4тау = [[|1Е[т,у,в,(т,у)] 一 Кж (жууй Ий: 
(3) 
比较 (2)、(3) 两 式 , 得 
dv= ў 80а, 'у,х)ахау. 


MASY а 内 部 有 平和 于 = 加 的 直线 以及 平行 于 навана вая 
曲面 的 交点 也 都 从 好 是 两 个 ,那么 类 似 地 可 得 | 


[528 = PP. y,z)dydz, 
n 
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k Pa yz)dzdr， 


把 以 上 三 式 两 端 分 别 相 加 , 即 得 高 斯 公式 (1). 
在 上 述 证 明 中 ,我 们 对 闭 区 域 2 作 了 这 样 的 限制 , 即 穿 过 Q 内 部 且 平 行 于 
坐标 轴 的 直线 与 0 的 边界 曲面 王 的 交点 恰好 是 两 点 .如 果 О 不 满足 这 样 的 条 
件 ,可 以 引进 几 张 辅助 曲面 把 2 分 为 有 限 个 闭 区 域 , 使 得 每 个 闭 区 域 满足 这 样 
的 条 件 ,并 注意 到 沿 辅助 曲面 相反 两 侧 的 两 个 曲面 积分 的 绝对 值 相等 而 符号 相 
反 , 相 加 时 正好 抵消 ,因此 公式 (1) 对 于 这 样 的 闭 区 域 仍 然 是 正确 的 . 
例 1 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 


{ (= – у)ахау+ (у- )хдуйе, 


其 中 x 为 柱 面 z? + y* =1 及 平面 z=0,z=3 所 围 成 的 空 
HAKR 2 的 整个 边界 曲面 的 外 侧 ( 图 11—26). 
解 B P=(y-z)r,Q=0, ЕА 
ӘР aQ 
Эх > “y т 58 
利用 高 斯 公式 把 所 给 曲面 积分 化 为 三 重 积分 ,再 利用 柱 面 
坐标 计算 三 重 积 分 ,得 


=0 =0, 


ф (ж- у)ахау+ (у- х) хаух 图 11-26 
z 
= [| (y—z)dzdydz 
n 
= [resin 0 – z)pdod0d< 
Ше 7 


| = | d0 | odef Cosin 0 – z)dz 
9r 

Еа 

例 2 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 


{| (хс а + y2cos В + zzcos 7)dS, 


其 中 王 为 锥 面 zz + 六 = 22 介 于 平面 z=0 及 z=h (h>0) 之 间 的 部 分 的 下 侧 ， 
cos acos Bcos y ЖХ 在 点 (z,y,z) 处 的 法 向 量 的 方向 余弦 . 
解 ” 因 曲面 x 不 是 封闭 曲面 , 故 不 能 直接 利用 高 斯 公式 .车 设 ,为 z= 
h (lt Sh Е.Д > S> — а Aran „ершн 
闭 区 域 为 0 ,利用 高 斯 公式 , 便 得 
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Ü (zzcos a + y2cos f + z°cos y)dS 


®+Ў, 


= 中 ( 工 十 ?十 z)dv 


[л САРЫ z)dz, 


其 中 D. = |(ж,у)|х* + < | .注意 到 


[5 л (z+y)dz=0, | 


即 得 | 
0 (х?соз а + у? соз В + 2? соз y)dS = I| (h° — x° = ›°)ахду= кА". 
Е 5, 
II (=? cos a + уѓсоѕ В + х2 cos y)dS = II 2215 = || eazay=rm 
x | Z, e D. | 


因此 бүр 
[< а + y°cos B+ 22 соз у)а5 = mh -xh = - Зк“. 


3 RRR ulr, y, х) vlr, y, D ЖИК Q 上 具有 一 阶 及 二 阶 连续 
偏 导 数 ,证明 


ди до „°ч до ди ðv 
由 vavazdyaz= Ü. 5945 - [ (32 rtrt з ]dzdydz, 
n 


其 中 Z BHI О 的 整个 边界 曲面 ,32 为 函数 w(z,y,z) 灌 Z 的 外 法 线 方向 
的 方向 导数 ,符号 A= 2+ эт + r ARER Тарасе) EF NAR 


a 
叫做 格林 第 一 公式 . 


证 因为 方向 导数 | 
9 д дт 
92 = 5005 а + 59008 B+ 9®сов Y» 


其 中 соз a ‚соз B\cos 7 J 5 人 
面积 分 7 


ao R lao ,3 а 
фи dS = (9200 а + сов B+ 2°соз ДЕ | 
`$ 


Шеш ее еее 
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利用 高 斯 公式 , 即 得 


ðv 
фа 5945 
5 | 
_ д д д до д до 
= [| (G з) *эу(* зу) a| зе) Jirava 
n 


= ди ðv ðu ðu ди до 
= [|кА=атауа« + [| (32 元 BI 29. 38 Je )dzdydz, 
6 


将 上 式 右 端 第 二 个 积分 移 至 左 端 便 得 所 要 证 明 的 等 式 . 


二 、 沿 任意 闭 曲面 的 оа 


现在 提出 与 第 三 节 第 二 目 所 讨论 的 问题 相 类 似 的 问题 ,这 就 是 :在 怎样 的 条 
件 下 ,曲面 积分 


[Раа + Qdzdr + Кахау 


与 曲面 x 元 关 而 只 取决 于 了 的 边界 曲线 ? 这 问题 相当 于 在 怎样 的 条 件 下 , 沿 任 
意 闭 曲 面 的 曲面 积分 为 零 ? 这 问题 可 用 高 斯 公式 来 解决 . 

先 介绍 空间 二 维 单 连通 区 域 及 一 维 单 连通 区 域 的 概念 .对 空间 区 域 G, 如 
果 G 内 任 一 闭 曲面 所 围 成 的 区 域 全 属于 G , 则 称 G 是 空间 二 维 单 连通 区 域 ;如 
Ж G 内 任 一 闭 曲线 总 可 以 张 成 一 片 完全 属于 G 的 曲面 , 则 称 G 为 空间 一 维 单 
连通 区 域 .例如 球面 所 围 成 的 区 域 既 是 空间 二 维 单 连通 的 ,又 是 空间 一 维 单 连通 
的 ; 环 面 所 围 成 的 区 域 是 空间 二 维 单 连通 的 ,但 不 是 空间 一 维 单 连通 的 ;两 个 同 
心 球面 之 间 的 区 域 是 空间 一 维 单 连通 的 ,但 不 是 空间 二 维 单 连通 的 . 

对 于 沿 任意 闭 曲 面 的 曲面 积分 为 零 的 条 件 ,我 们 有 以 下 结论 : 

定理 2 设 G 是 空间 二 维 单 连通 区 域 , P(z,y,z)、Q(z，y，,z)、 
R(z,y,z) 在 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 曲面 积分 


[тач + Odrie Вахау 
在 G Ñ 5 РТА I 2> 无 关 而 只 取决 于 了 的 边界 曲线 (或 沿 G РУТЕ A 
曲面 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 
икт = (4) 
在 G 内 恒 成 立 . 
证 ” 若 等 式 (4) 在 G 内 恒 成 立 , 则 由 高 斯 公式 (1) 立 即 可 看 出 沿 G 内 的 任意 - 


闭 曲 面 的 曲面 积分 为 零 ,因此 条 件 (4) 是 充分 的 .反之 , 设 沿 G 内 的 任 一 闭 曲 面 的 
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曲面 积分 为 零 , 若 等 式 (4) 在 G 内 不 恒 成 立 ,就 是 说 在 G 内 至 少 有 一 点 М, 使 得 


ӘР 29 
(0 0 ој 


仿照 第 三 节 第 二 目 中 所 用 的 方法 ,就 可 得 出 G 内 存在 着 闭 曲 面 合 得 沿 该 2 FJ] ШШ 
的 曲面 积分 不 等 于 堆 ， 这 与 假设 相 矛 盾 .因此 条 件 (4) 是 必要 的 .证 毕 ， 


= 通 量 与 散 度 


设 有 向 量 场 
A(z,y,z)= P(m,yiz)iiQ(m,y,z)jt R(z,y,zYk, 
其 中 函数 P .Q .R 均 具 有 一 阶 连续 偏 导数 ,3 是 场 内 的 一 ys п JE X 
在 点 (z,y,z) 处 的 单位 法 向 量 , 则 积分 ， 


[Ат 
称 为 向 量 声 A 通过 曲面 3 向 着 指定 侧 的 通 量 (或 流量 ). 
“由 两 类 曲面 积分 的 关系 , 通 量 又 可 表达 为 


[А . ndS = R. "48 = Pors į Qdzdz s: Rdzdy 


-Bjs REA = ae k 穿 过 曲面 3 流向 上 侧 的 通 量 ， 其 中 Z ЖЕШ 
y + 22=1 (z=220)%9E3FIN z =0 及 :z=1 截 下 的 有 限 部 分 (图 11—27). 
. 解 ” 曲 面 > 上 侧 的 法 向 量 可 以 由 . ' 
т кз J m yg) УУ РЕ" 24 ту мкр 
的 梯度 v/ 得 出 , 即  . a 
ñ -Yf 2W+t2rk | | 
vfi / (2y)° +022)? | 
= yj + zk (у tz = 1). 
EREE, 
А'п= ух + з? = 2(у+ *)=. B 11-27 


因此 ,A 91 5 ГА ЕА у. И. 
[а · nas = р = 


[ее = 2. 


O FERIRERRMAR ， 
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= pasas + ака (1) 


зу" I- 


92 


|28 ЕТ Ri А 

的 物理 意义 . 

设 在 闭 区 域 2 上 有 稳定 流动 的 、 不 可 压缩 的 流体 (假定 流体 的 密度 为 1) 
速度 场 | 

о (х,у,х) = P(z,y,z)i+Q(z,y,z)j + R(z=,y,z)k, 

其 中 函数 P.Q R 均 具 有 一 阶 连 续 偏 导数 , 是 闭 区 域 2 的 边界 曲面 的 外 侧 ,n 
是 曲面 3 在 点 (z,y,z) 处 的 单位 法 向 量 ， 则 由 第 五 节 第 一 目 知道 ， НН 
流体 经 过 曲面 3 流向 指定 侧 的 流体 总 质量 就 是 


Je: ndS = [= dS = Pasaz» OU 


因此 ,高 斯 公式 (1) 的 右 端 可 解释 为 速度 场 w BNI S 流向 外 侧 的 通 量 , 即 
流体 在 单位 时 间 内 离开 闭 区 域 9 的 总 质量 ,由 于 我 们 假定 流体 是 不 可 压缩 且 流 
动 是 稳定 的 ,因此 在 流体 离开 0 的 同时 ,Q 内 部 必须 有 产生 流体 的 “源头 ”产生 
出 同样 多 的 流体 来 进行 补充 .所 以 高 斯 公式 (1) 的 左 端 可 解释 为 分 布 在 Q 内 的 
源头 在 单位 时 间 内 所 产生 的 流体 的 总 质量 . 

为 简便 起 见 ,把 高 斯 公式 (1) 改 写成 
(E+) Gnas, 


n 


以 闭 区 域 Q 的 体积 V 除 上 式 两 端 ,得 


yi (s+ yey + 于 уф. 45. 


РИИ У эм 
应 用 积分 中 值 定理 于 上 式 左 端 ,得 
= vndS, 


aP IQ ав 
r a) (2.5.1) V y 
REE, g E O 内 的 某 个 点 . 令 О 缩 向 一 点 M(xz,y,z), 取 上 式 的 极限 ,得 
Эк * 372 km y Í dS. 


1 


上 式 左 端 称 为 速度 场 w 在 点 M 的 通 量 密度 或 散 度 , 记 作 div о (М), Bl 

div v (М) = 5— PS оу “оу 
div v E E Е А M 的 源头 强度 一 一 在 
单位 时 间 单 位 体积 内 所 产生 的 流体 质量 .在 div v (М)>0 的 点 处 ,流体 流体 从 该 点 


向 外 发 散 , 表 示 流 体 在 该 点 处 有 正 源 ; 在 div o ( M) <0 的 点 处 ,流体 向 该 点 汇 
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聚 ,表示 流体 在 该 点 处 有 吸收 流体 的 负 源 (又 称 为 汇 或 洞 ); 在 div v (М)=0% 


点 处 ,表示 流体 在 该 点 处 无 源 . 
对 于 一 般 的 向 重 场 
= Alz,y,z)=P(x,y;z)i+Q(z,y,z)j+R(x,y,z)k 


АК A 的 散 度 , 记 作 div A , 即 


or 9 
ЕУ ЭЭ ар IQ ƏR 
w div “Эт айу дє 
利用 向 量 微分 算 子 ， А 的 散 度 div A 也 可 表达 为 Y' A,B 
div A= V'A. 


如 果 向 量 场 A ҮТ div A 处 处 为 零 , 则 称 向 量 场 A 2 
例 5 ЖА 中 的 向 量 场 A 的 散 度 ， 


解 div a= +` as ota у= +2238, 
利用 向 量 场 的 通 量 和 散 度 ,高 斯 公式 可 以 写成 下 面 的 向 量 形式 


[| div лао = [А,а5 
n y 
{| У-А4б= [[А,а5. 
n x 


(5) 


6) 


高 斯 公式 (5) 表 示 :向 量 场 4 通过 闭 曲面 Z 流向 外 侧 的 通 量 等 于 向 量 场 4 


i lb Аи 
习 a 11-6 


1. 利用 高 斯 公式 计算 曲面 积分 : 


(1) r’ dydz +y dzdz + г? ахау, Ё%ф 3 为 平面 i+=0,y=0,z=0,xz=a,y=a,z=a 


所 围 成 的 立体 的 表面 的 外 侧 ; 
°` (2) he'dydz+ y dzdr + ахау, $P S HRE r +y + z2 = a° 的 外 侧 ，; 
J. TS : 


“(3) ле dydz + (x° y — 23)dzdz 十 (2ху + yz)drdy, 其 中 Z 为 上 半球 体 0 二 z 声 


z 


Va - х? -y z? + y <a? 的 表面 的 外 侧 ; 


(4) фаза: + ydzdz + zdzdy, 其 中 5 是 界 于 z=0 和 z = 3 之 间 的 圆柱 体 x +y <9 
= x y А | J э “з © 
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的 整个 表面 的 外 便 ; | 
(5) Ü 4zzdydz —- y dzdz + yzdrdy, 其 中 是 平面 z=0,y=0,z=0,rz=1,y=1,z=.1 
š 


所 围 成 的 立方 体 的 全 表面 的 外 侧 . 
“2. 求 下 列 向 量 А 穿 过 曲面 3 流向 指定 侧 的 通 量 ， | 
(1) А = yzi + zzj + zyk, 5 УЖ r’ + у «а? (0<:<А) 310, ,流向 外 侧 ; 
(2) А = (22 - =)і+ х? уј – т k,X УУЖ 0<у<а,0<у<а,0<:<а 的 全 表面 ， 
流向 外 便 ; | 
(3) А = (22 +32) - (х= + у)ј + (у +2z)k,5 是 以 点 (3, -1,2) 为 球 心 ,半径 R=3 
的 球面 ,流向 外 侧 . 
“3. 求 下 列 向 量 场 4 的 散 度 : 
(1) A=(x° + yz)i+ (y + zz)j + (22 + ху)К; 
(2) A= ei + cos( zy)j + соѕ( zz” )k; 
(3) А = у i + хуј + х@К. 
4. W и(=х,у,2). v(x,y,z) 是 两 个 定义 在 闭 区 域 Q 上 的 具有 二 阶 连续 偏 导 数 的 函数 ， 


а . 池 依 次 表示 v(z,y,z)\u(z,y,z) 沿 三 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 ,证 明 


дп`дп 
[| rav- vaudazayaz= й («2- v 3# Jas, 


其 中 三 是 空间 闭 区 域 了 的 整个 边界 曲面 . 这 个 公式 叫做 格林 第 二 公式 . 
` 5. 利用 高 斯 公式 推 证 阿 基 米 德 原理 :浸没 在 液体 中 的 物体 所 受 液 体 的 压力 的 合力 ( 即 浮 
力 ) 的 方向 铅 直 向 上 ,其 大 小 等 于 这 物体 所 排 开 的 液体 的 重力 . 


第 七 节 斯 托 克 斯 公式 “环流 量 与 旋 度 


一 、 斯 托 克 斯 公式 


斯 托 克 斯 (Stokes) 公 式 是 格林 公式 的 推广 .格林 公式 表达 了 平面 闭 区 域 上 的 二 重 
积分 与 其 边界 曲线 上 的 曲线 积分 间 的 关系 ,而 斯 托 克 斯 公式 则 把 曲面 上 的 曲面 积 
分 与 沿 着 的 边界 曲线 的 曲线 积分 联系 起 来 .这 个 联系 可 陈述 如 下 : 

定理 1 设 工 为 分 段 光 滑 的 空间 有 向 闭 曲 线 ,5 是 以 为 边界 的 分 片 光滑 
的 有 向 曲面 ,有 ЛЕЧУ ШАА ЕО, ща Р(х,у, х).О(х,у, =). 
R(z,y,z) 在 曲面 3 (连同 边界 厂 ) 上 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 有 


O 就 是 说 , 当 右 手 除 拇指 外 的 四 指 依 的 绕 行 方向 时 ,拇指 所 指 的 方向 与 互 上 法 向 量 的 指向 相 
同 .这 时 称 卫 是 有 向 曲面 三 的 正身 边界 则 线 . 
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aR IQ aP ав 3Q _ ӘР 
(2-3 Jz dode + |. g= |Чч#4= + (92 35 drdy 


= фРае+ Qdy + Rdz. (1) 


公式 (1) 叫 做 斯 托 克 斯 公式 ， 

证 先 假定 总 与 平行 于 z 轴 的 直线 相交 不 多 于 一 点 ,并 设 号 为 曲面 z= 
f(z,y) 的 上 侧 , 允 的 正 向 边界 曲线 六 在 zxOy 面 上 的 投影 为 平面 有 向 曲线 C,C 
所 国 成 的 闭 区 域 为 D。( 图 11 一 28). 


我 们 设法 把 曲面 积分 о: р 


[аа а= = dedy i 
| 

| 

| 

| 

l 


化 为 闭 区 域 D 上 的 二 重 积分 ,然后 通过 格林 公式 使 
它 与 曲线 积分 相 联系 . | 


根据 对 面积 的 和 对 坐标 的 曲面 积分 间 的 关系 ,有 


д | 
P Jeda = drdy= | (Foos 8-5 зо y |45. 
> 


(2) 
有 ТЕРТ ТЕГҮ. 
`> f. КИШ; 
IRR O ire +f 


ШР ттан 
因此 cos B= — f,cos у, 把 它 代入 (2) 式 得 


ӘР ӘР, _ ар ӘР 
|= Jz dedz -drdy= - EREA |с 745, 
У Ы Я 


cos а = 


‚ ТӘР, |. _ ӘР ‚әр 
| s dy [еш 3=f, ,jdzdy， | (3) 
上 武大 端的 曲面 积分 化 为 二 重 积分 时 ， 应 把 Р(х, уох) P = 用 (z，y) 来 代 
Ф. 因为 由 复合 函数 的 微分 法 ， 有 
| a Pla = yY, леле 50 fi 
所 以 ,(3) 式 可 写成 
| k II 元 P[z,y,/(z,y)]drdy、 


ту 
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根据 格林 公式 ,上 式 右 端的 二 重 积 分 可 化 为 沿 闭 区 域 D, HARC 的 曲线 积分 
Е [ 25Р... у)1ағау= $ P[z,y,f(z,y)] dz, 


Iy 


于 是 | э:%“4=-5у4е›= $ РЇ,» f(y)] az. 

因为 函数 [zz,y, f(z,y)] 在 曲线 С HAC, yA 函数 Ge 在 着 
线 及 上 对 应 点 (z,y,z) 处 的 值 是 一 样 的 ,并 且 两 曲线 上 的 对 应 小 纸 段 在 过 轴 上 
的 投影 也 一 样 ,根据 曲线 积分 的 定义 ,上 式 右 端的 曲线 积分 等 于 曲线 厂 上 的 曲 


RBA | P(z,y，,z)dz .因此 ,我 们 证 得 


| Fda -es = $. Ре, у, а). | (4) 


Ж Z R F, bb HS КК K A 5 9 J ñj, 35 2 (4) ИЖА 
号 ,因此 (4) 式 仍 成 立 . | 

其 次 ,如 果 曲 面 与 平行 于 x 轴 的 直线 的 交点 多 于 一 个 , 则 可 作 辅 助 曲线 把 
曲面 分 成 儿 部 分 ,然后 应 用 公式 (4) 并 相 加 .因为 沿 辅助 曲线 而 方向 相反 的 两 个 
曲线 积分 相 加 时 正好 抵消 ,所 以 对 于 这 一 类 曲面 公式 (4) 也 成 立 . 


同样 可 证 
[2244 = Jz de= $. Qdy, 


[3504 = SR dzdz = = -0 Rdz. 


把 它们 与 公式 (4) 相 加 即 得 公式 (1). 证 毕 . 
为 了 便于 记忆 ,利用 行列 式 记 号 把 斯 托 克 斯 公式 (1) 写 成 
dydz ахах ахду 
[ = 5o = = ф Pdz+ Qdy+ Rdz, 
Р Q R 


把 其 中 的 行列 式 按 第 一 行 展开 ,并 把 区 与 R MR RA у-н Q 的 “ 积 ” 


理解 为 5 等 等 ,于 是 这 个 行列 式 就 “等 于 " | 
IR ад ӘР -2Е aQ ӘР 
(25-39 ) 44е + (52-52 izde + (22-9 )dzdy. 
这 恰好 是 公式 (1) 左 端的 被 积 表达 式 . 


利用 两 类 曲面 积分 间 的 联系 ,可 得 斯 托 克 斯 公式 的 另 一 形式 
‚ 239. 


cosa со5@ cos У 
[1 = = 22 |45= ф Paz + Оду + Rdz , 
Р Q R 
其 中 n = (cos a ,cos B ,cos y) 为 有 向 曲面 互 在 点 (z,y,z) 处 的 单位 法 向 量 . 
如 果 > JE хОу 面 上 的 一 块 平面 闭 区 域 ， ЗЕЯ. 因 
此 ,格林 公式 是 斯 托 克 斯 公式 的 一 种 特殊 情形 . 


Bi 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 册 织 积分 由 =dz + rdy + ydz,# r AF 


Mir + y+ z=1 被 三 个 坐标 面 所 截 成 的 三 角形 的 整个 
边界 , 它 的 正 向 与 这 个 平面 三 角形 Z МЖА H 2 
间 符 合 右 手 规则 (图 11-29). 

解 ” 按 斯 托 克 斯 公式 ,有 


j zdz + хду+ ydz = [| avaz +dzdz + ахау. 
г 


而 jd = J Р 5н. 
[еа 三 [+ = Н Ш 11-29 
ja = > je- 


其 中 D...D., .D, AAYE E yOz, Ох xOy 面 上 的 投影 区 域 ,因此 
ф =dz+ zdy+ydz=5. 
例 2 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 曲线 积分 _ | 
= $ (ys jde + (z-z )dy+ (х*- y2)dz, 


其 中 卫 是 用 平面 x+ y+z= 末 裁 立 方 体 |(z,y，z)10<z< 和 10<y 生 1,0< 


z< 生 1} 的 表面 所 得 的 截 痕 , 若 从 Or 轴 的 正 向 看 去 , 取 逆 时 针 方 向 (图 11 -30 
(а)). 


解 取 了 为 平面 z+y+z= 习 的 上 侧 被 六 所 国 成 的 部 分 ,的 单位 法 向 


9 ‚Ё == S % ` 2 M 
ке ы! 1) Ë cos а cos 8 = cos 7 V3 按 斯 托 克 斯 公 N 有 
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уе Б =ш z2— y 
[+ 088. 
НЯ 5 Ех+у+к= k 
I = = -243 [| V5dzdy= -6а„, 
Үз 2 } 


其 中 D 3 5 # zOy 平面 上 的 投影 区 域 (图 11 -30(b)),o, 为 Dw 的 面积 , 因 


ss =1-2x += T 
_ 9 
x Кес, 


图 :11- 30 
* 二、 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


在 第 三 节 中 ,利用 格林 公式 推 得 了 平面 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 .完全 类 
似 地 ,利用 斯 托 克 斯 公式 ,可 推 得 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 
”首先 我 们 指出 ,空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 相 当 于 沿 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 
为 零 . 关 于 空间 曲线 积分 在 什么 条 件 下 与 路 径 无 关 的 问题 ,有 以 下 结论 : 
定理 2 设 空间 区 域 G 是 一 维 单 连 通 域 ,函数 P(z=,y,z).Q(z,y,z)., 


R(z,y,z) 在 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 空间 曲线 积分 | Paz + Оду + Rdz 
° 241 >» 


# G 内 与 路 径 无 关 ( 或 沿 G 内 任意 闭 曲 线 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 
| 3P_ƏQ 20 аР ƏR_ƏP 


2 сосет (5) 


ду дах’ oz ду' дх ðz 
在 G 内 恒 成 立 . 
证 如 果 等 式 (5) 在 G 内 恒 成 立 , 则 由 斯 托 克 斯 公式 (1) 立 即 可 看 出 , 沿 闭 
曲线 的 曲线 积分 为 零 ,因此 条 件 是 充分 的 .反之 , 设 沿 G 内 任意 闭 曲线 的 曲线 积 


Алеж G 内 有 一 点 M。 使 (5) 式 中 的 三 个 等 式 不 完全 成 立 ， 例如 5 天 52 Ж 


妨 假定 
9Q oP) _ 
сес беш 
过 点 M,(x, , yo › 20) ЕЕ M z = 20 ,并 在 这 个 平面 上 取 一 个 以 M, 为 圆心 ,半径 
足够 小 的 圆 形 闭 区 域 K ,使 得 在 K 上 恒 有 
20 _ Pn 


дх ду? 2 ` 
R УЖК 的 正 向 边界 曲线 .因为 у 在 平面 z= z, 上 ,所 以 按 定义 有 


$ Рах + Qdy+ Rdz= ф Рах + Оду. 
7 7 
又 由 (1) 式 有 | 


РЕЧЕ: _ fr/aQ ӘР 1. 
ф, Раг+ Qayt Rdz= | [22 - эу }%®4>>>4 с, 


ЖР о ЖК 的 面积 ,因为 n>0,o>0, 从 而 x 
j Рах + Qdy+ Rdz>0. 


这 结果 与 假设 矛盾 ,从 而 (5) 式 在 G 内 恒 成 立 .证 毕 . 
应 用 定理 2 并 仿照 第 三 节 定 理 3 的 证 法 , 便 可 以 得 到 
定理 3 设 区 域 G 是 空间 一 维 单 连通 区 域 ,函数 P(z,y,z)、Q(z,y,z)、 
R(z,y,z) 在 С 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 表达 式 Pdz + Qdy +, Rdz ÆG 内 
成 为 某 一 函数 w(z,y,z) 的 全 微分 的 充分 必要 条 
件 是 等 式 (5) 在 G 内 恒 成 立 ; 当 条 件 (5) 满 足 时 ， 
这 函数 (不 计 一 常数 之 差 ) 可 用 下 式 求 出 : А | 
и(х,у,2) = |; К — Pdz + Qdy + г 


To o ° w 


(6) 

ЕЛ ЖЕК ЖЯ (RE 11 ~ 31 кан, в 2 

此 积分 路 径 在 G 内 ) O OoOo -31 
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MEY)  М,фулу) 


+ y 
u(z,y,z)=| (жунш) Q(z,y,zo)dy + 
To yo 


| Rea. (6) 


其 中 Mal zo ,yo ;Zo ) Ж G 内 某 一 定点 ,点 М(х,у,)Є G. 
三 、 环 流量 与 旋 度 


RA HRH 
А(х,у,х) = Р(х,у, 2)і+ Ө(х,у,=2)ј + R(r,y,z)k, 
其 中 函数 P.Q.R 均 连 续 ,T 是 4 的 定义 域内 的 一 条 分 段 光滑 的 有 向 闭 曲线 ,t 
是 卫 在 点 (z,y,z) 处 的 单位 切 向 量 , 则 积分 


$ A ° tds 
г 


称 为 向 量 场 АНИ ИЩ Г 的 环流 量 . 

由 两 类 有 曲线 积分 的 关系 ,环流 量 又 可 表达 为 

фал rds = $ A : dr = $ Pdz + Обу + Каз. 
r r г 

例 3 ЖЕШ А= (22 - у)і +4: +2: k ЖИЕГИ ИЕ, АФ Г 
HE =N z° + y 和 平面 z=2 的 交 线 ,从 z 轴 正 向 看 卫 ЕРО. 

解 本 的 向 量 方 程 为 . | 

г = 2соз ĝi + 2sin ĝj +2k, 0<0=<2x. 
于 是 
A =(z?2— у)і +4] + х* К = (4соѕ 0 —2sin 0)! +8] + 4соз ӨК, 
dr=(—2sin 0d0)i + (2cos 0d0)j, 
фа .Tds = ф А edr = Fo 8соѕ? Osin 0 + 4sin 0 + 16 cos 0)d0 = 4x. 


类 似 于 由 向 量 场 4 的 通 量 可 以 引出 向 量 场 4 在 一 点 的 通 量 密度 ( 即 散 度 ) 
一 样 ,由 向 量 场 4 沿 一 闭 曲线 的 环流 量 可 引出 向 量 场 4 在 一 点 的 环 量 密度 或 旋 
度 . 它 是 一 个 向 量 ,定义 如 下 : | 

设 有 一 向 量 场 

Alz,y,z)=P(z,y,z)i+Q(z,y,z)j+R(z,y,z)k, 
其 中 函数 P、Q、R 均 具 有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 向 量 
称 为 向 量 场 4 的 旋 度 , 记 作 rot АЕ 
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IR 29) -F + (32 - 5! (7) 


= ааз аа + == = == 
rot А (25 Jz Jš Jz Эт Js 85 


利用 向 量 微分 算 子 Y ,向 量 场 4 的 旋 度 rot A 可 表示 为 YXA4 , 即 


如 果 向 量 场 A 的 旋 度 rot А 处 处 为 零 , 则 称 向 量 场 A 为 无 旋 场 .而 一 个 无 
源 、 无 旋 的 向 量 场 称 为 调和 场 .调和 场 是 物理 学 中 另 一 类 重要 的 向 量 场 ,这 种 场 
与 调和 函数 有 密切 的 关系 . 

а 求 例 3 中 的 向 量 场 4 的 旋 度 . 


解 puan | 
і j k 
д д д | Я 
rot A= V XA = Jz Эу. Эг 人 
2 2 


rt my 4z < 
设 斯 托 克 斯 公式 中 的 有 向 曲面 2 在 点 (x,y,z) 处 的 单位 法 向 量 为 


п = cos ai + cos Bj + cos Yk, 


则 
соѕ а соѕ cos Y 
rot An = УХА 'п= 元 | 5 = 
. P Q R 
于 是 ,斯 托 克 斯 公式 可 以 写成 下 面 的 向 量 形式 
| A : ndS = $ A ° tds (8) 
x r 
或 
je 4),dS = 中 A,ds. (8) 


斯 托 克 斯 公式 (8) 表 示 : Ае? А 沿 有 向 闭 曲 线 芽 的 环流 量 等 于 向 量 场 A 的 旋 
度 通过 曲面 3 的 通 量 , 这 里 本 的 正 向 与 3 的 侧 应 符合 右手 规则 . 

最 后 ,我 们 从 力学 角度 来 对 rot 4 的 含义 作 些 解释 . | 

设 有 刚体 绕 定 轴 ! 转动 ,角速度 为 o, M 为 刚体 内 任意 一 点 .在 定 轴 / 上 任 
取 一 点 O 为 坐标 原点 , 作 空间 直角 坐标 系 , 使 z 轴 与 定 轴 /! 重合 , 则 o = ok ,而 
点 M 可 用 向 量 r = ОМ = (z,y,z) 来 确定 .由 力学 知道 ， М йо т 可 表 
示 为 
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由 此 有 
| i j k 
0=|0 0 @|=(-ву,®к,0), 

r y zZ I 
而 

i J k 

rot v = Ка 元 元 =(0,0,2w)=20. 
-wy we 0 


从 速度 场 v 的 旋 度 与 旋转 角速度 的 这 个 关系 ,可 见 “ 旋 度 ” 这 一 名 词 的 由 来 . 
习 题 11-7 


1. 试 对 曲面 rsr +, + у«1,Р = Q= к, R= 验证 斯 托 克 斯 公式 . 
“2. 利用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 证 列 曲 线 积分 : 
(1) ф ydz+ zdy + zdz, 其 中 械 为 圆周 z*+y+z = a2,zrz+ у+=0, RA x AE 
向 看 去 ,这 贺 周 是 取 逆 时 针 方向 ; | 
Q) (у =)dz+(z-z)dy+(z-y)dz, 其 中 厂 为 椭圆 x? ty = а, +1 (а 
>0,5>0), ЖА z 轴 正 向 看 去 ,这 椭圆 是 取 逆 时 针 方向 ， 
De 3ydz – rzdy + yz dz AP r EMA 22 +y =2«,е =2,ҖА z 轴 正 向 看 去 ,这 
[B] SJ E ROX mt t Л]; 
a $ 2уіх +3zdy- z'dz, $P ГЕН х? + y +: =9,:=0,#3 z 轴 正 向 看 去 ， 
RAER Gt ta. | = | 
`3. RFI mE A 的 旋 度 ， 
(1) A=(2z-3y)it (3z-z)j+(y-2z)k; 


(2) А = (х + зіп y)í — (z — zcos y)j; 
(3) А = х?ѕіп yí + ysin(zz)j + хузіп(соѕ z)k. 


' 4. 利用 斯 托 克 斯 公式 拒 曲 面积 分 [го A nds 化 为 曲线 积分 ,并 计算 积分 值 , 其 中 A .3 


及 n 分 别 如 下 : 
(1) A= уі + хуј + хек, 为 上 半球 面 和 =V1-z y REN, п 是 的 单位 法 向 量 ; 
(2) A=(y-z)i+ yzj 一 zzk,Z 为 立方 体 {(z,y,z)10 志 xz 志 2， бе 5 0< +<2] 0 
面 外 侧 去 掉 хОу 面 上 的 那个 底面 ,n 是 3 的 单位 法 向 量 . 
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“5. 求 下 列 向 量 场 4 沿 闭 曲 线 卫 (从 = 8H1E 8] 88 Г ВРЕ) B) ЕЕ: 
(1) А= -уі+хј+сЕ (c ЖКШ), Г хо +y =1,2=0; 
(2) А= (х х)і + (2° + yz)j-3ry k, Hp Г 2=2- Vri+y ,z=0. 
* 6. ЕН гоа + b)= Tota + го b. 
"7. Ж u=ulz, y, z) RAZMERA, k rot(grad x). 


总 习题 十 一 
1. 填空 : 
(1) 第 二 类 曲线 积分 | Paz + Qdy + Rdz 化 成 第 一 类 曲线 积分 是 
其 中 aby ЖЖ ЕЩ ГЛЕ (х,у): 的 方向 角 ; 


(2) 第 二 类 曲面 积分 [Рау + Qdzdz + Вахау 化 成 第 一 类 曲面 积分 是 


其 中 apy 为 有 向 曲面 三 在 点 (z,y,z) 处 的 的 方向 角 . 

2. 选择 下 述 题 中 给 出 的 四 个 结论 中 一 个 正确 的 结论 : | 

设 曲面 3 是 上 半球 面 :x*+y + z° SR («:>0), ШЕР X, 是 曲面 > ТЕ 
分 , 则 有 . 


(A) zas=4 | 248 о) as=4| zdS 
z 1 + І 

(С) #48 =4 || zas © (D) 2:454 || zyzas 
> рэ х z, 


3. 计算 下 列 曲 线 积分 : 
(1) $ Vr tyds, h L AMAT +y =ах; 


(2) | .zds ,其 中 r 为 曲线 z = icos z,y= tsin t,z== t (0<;< г); 


з) | (а 一 y)dz + zdy ,ЖФ L ЖЭ х=а(:—ып),у=а(1- созт) ЕЗЙ: 0 
到 2x 的 一 段 弧 ; 
a) | о -zè dz +2yzdy- da ДН ГАЙ = = .r= m EË n=03 0, 
=1 的 一 段 弧 ， | 
(5) | 《ersin y-2y)da + (e"cos y- 2)dy, Й L HERM (a-a)? +y? = а*,у>0 
ИЗЕЛ; 
(6) ф хусах, Г EMPH у= = ЗЕ т? + y с = 1 RRRA = 轴 的 正 向 


ЖЖ AREN A. 
4. 计算 下 列 曲面 积分 ， 
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[Кес ,其 中 三 是 界 于 平面 z=0 及 == H 2 EL BE Bi z° +y’ = R?; 


ofo — z)dydz + (22 — z)dzdz + (z? - yjdrdy, 其 中 x Ж i z = / x° + у (0< 


z< h)BJ У; | 
(3) ||zdydz + ydzdz + zdrdy, $P Z ЖЕЗ z = у R -r -y 的 上 侧 ; 


(4) jlzyzdxdy, 其 中 > HRE z? +y + 22 = 1 (zx 之 0,y 之 0) 的 外 侧 ， 


5. ЖЕЙ, Р УЕА zOy 平面 除去 y 的 负 半 轴 及 原点 的 区 域 G 内 是 某 个 二 元 本 
数 的 全 微分 ,并 求 出 一 个 这 样 的 二 元 函数 . 
6. 设 在 半 平 面 z>0 内 有 力 F = -$ Cai + 切 ) 构 成 力 场 ,其 中 上 为 常数 ,p= Ма ty. 


证 明 在 此 力 场 中 场 力 所 作 的 功 与 所 取 的 路 径 无 关 . 
7. 设 函 数 /(х){Е( о, + oo) 内 具有 一 阶 连续 导数 ,上 是 上 半 平 面 (y>0) 内 的 有 向 分 
段 光滑 曲线 ,其 起 点 为 (a ,2) ,终点 为 (c,d). 记 


I - | {їз ау) 142 + уузу) = Yd; 
L y y 
(1) 证 明 曲线 积分 I 与 路 径 无 关 ; 
(2) 当 ab=cd 时 , 求 了 的 值 . 


8. 求 均匀 曲面 z=V a-a re 
9. 设 w(x,y)、v(zx,y) 在 闭 区 域 D 上 都 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,分 段 光滑 的 曲线 为 D 
的 正 向 边界 曲线 .证 明 : | 


(1) ||wAxdzdy= - [| гаа u'grad v)dzdy + $v 5948; 
р р 

(2) ff uav- vôu )dzdy = $, (u Эл Y In 
5 


Жор DEANE v 沿 的 外 法 线 向 量 n 的 方向 导数 ,符号 A= — + -一 称 二 维 拉 普 拉 
Í < y 
MEF. 
“10. ЖЫШ А =хі+уј+ к ХИК OQ = (х,у, zl0<z<1 ,0<y<1,0<z<1| 
的 边界 曲面 流向 外 侧 的 通 重 ， 
1. 求 力 F=yit+zxj+zk 沿 有 向 闭 曲线 荆 所 作 的 功 ,其 中 本 为 平面 z+y+z=1 被 三 
个 坐标 面 所 被 成 的 三 角形 的 整个 边界 ,从 = 轴 正 向 看 去 , 沿 硕 时 针 方向 . 
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第 十 二 章 无 穷 级 数 


无 穷 级 数 是 高 等 数学 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 是 表示 函数 .研究 函数 的 性 质 

以 及 进行 数值 计算 的 一 种 工具 .本 章 先 讨论 常数 项 级 数 ,介绍 无 穷 级 数 的 一 些 基 

本 内 容 , 然 后 讨论 函数 项 级 数 ,着 重 讨论 如 何 将 函数 展开 成 丢 级 数 和 三 角 级 数 的 
问题 . 


第 一 17 трн ТГ 和 性 质 


一 、 常 数 项 级 数 的 概念 


人 们 认识 事物 在 数量 方面 的 特性 ,往往 有 一 个 由 近似 到 精确 的 过 程 .在 这 种 
认识 过 程 中 ,会 遇 到 由 有 限 个 数量 相 加 到 无 穷 多 个 数量 相 加 的 问题 . 

例如 计算 半径 为 R 的 圆 面积 A ,具体 做 法 如 下 : 作 圆 的 内 接 正六 边 形 ,算出 
这 六 边 形 的 面积 a, , 它 是 圆 面积 A 的 一 个 粗粮 的 近似 值 .为 了 比较 准确 地 计算 
H A 的 值 ,我 们 以 这 个 正六 边 形 的 每 一 边 为 底 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 腰 
三 角形 (图 12- 1) ,算出 这 六 个 等 腰 三 角形 的 面积 之 和 а. ЯА а + ay (ШИЯ 
接 正 十 二 边 形 的 面积 ) 就 是 A 的 一 个 较 好 的 近似 值 .同样 地 ,在 这 正 十 二 边 形 的 
每 一 边 上 分 别 作 一 个 顶点 在 圆周 上 的 等 腰 三 角形 ,算出 这 十 二 个 等 腰 三 角形 的 
面积 之 和 a, А a, + a, + a，( 即 内 接 正 二 十 四 边 形 的 面积 ) 是 A 的 一 个 更 
好 的 近似 值 .如 此 继续 下 去 ,内 接 正 3x2" 边 形 的 面积 就 逐步 逼近 圆 面积 : 

A~a, AXal ta, Aa, ta, taz", 
A~a, +а, + +а,. 

s аан п 无 限 增 大 , 则 和 f 
aita, + +a, 的 极限 就 是 所 要 求 的 圆 面积 4. 这 时 和 N 
式 中 的 项 数 无 限 增多 ， 于 是 出 现 了 无 穷 多 个 数量 依次 相 吉 
的 数学 式 子 . 

一 般 的 ， 如 果 给 定 一 个 数列 


ОЕР Из, y Uas s 


则 由 这 数列 构成 的 表达 式 


uitu, us + + u, + (1) 
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叫做 ( 营 数 项 ) 无 次 级 数 ,简称 (常数 项 ) 级 数 , 记 为 > a, B 


Ў, U, = и tu, tuz; tetu, +з, 
n=l 


其 中 第 n TMu, 叫做 级 数 的 一 般 项 . 

上 述 级 数 的 定义 只 是 一 个 形式 上 的 定义 ,怎样 理解 无 穷 级 数 中 无 穷 多 个 数 
HAMRE? 联系 上 面 关 于 计算 圆 面 积 的 例子 ,我 们 可 以 从 有 限 项 的 和 出 发 ,观察 
它们 的 变化 趋势 ,由 此 来 理解 无 穷 多 个 数量 相 加 的 含义 . 

作 ( 常 数 项 ) 级 数 (1) 的 前 n 项 的 和 

S, = u, + u, + жа, Plus i | (2) 
s, 称 为 级 数 (1) 的 部 分 和 . 当 ? 依次 取 1,2,3, 时 ， 它们 构成 一 个 新 的 数列 


$, =u, S= Uu, +и,, s= u, tu, +u, ы 
S, = uitu, t'e tu, 


根据 这 个 数列 有 没有 极限 ， питала аюв авн. 
定义 ”如 果 级 数 > и, 的 部 分 和 数列 {;， | 有 极限 s, BD 
lim s, =s, 
КЖ >] u, йана s 由 做 这 级 数 的 和 ,并 写成 
S 一 2 十 2 十 十 2 十 
如 果 1s. | 没有 极限 , 则 称 无 穷 级 数 > и, #8. 
显然 , 当 级 数 收敛 时 ,其 部 分 和 s 是 级 数 的 和 * 的 近似 值 , 它 们 之 间 的 差 值 


r, = s — s, = t, нда з 
叫做 级 数 的 余 项 .用 近似 值 ;, 代替 和 。 所 产生 的 误差 是 这 个 余 项 的 绝对 值 ， 即 
误差 是 | ~, | . 


从 上 述 定义 可 知 ,级 数 与 数列 极限 有 着 紧密 的 联系 .给 定 级 数 > u, ,就 有 


部 分 和 数列 jy, = > |; 反 之 ,给 定数 列 |s, | ,就 有 以 1s, | 为 部 分 和 数列 的 级 
数 


ваа) 8, а 1) 


=s + У Сеа арр) > и, » 
п 2 n=l 
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其 中 =н, =з, s (92220) RELA D и, 与 数列 [5, | 同时 收 全 
RANER, LEKA, A 


У) u, = lims, 
| TI 
即 | S; u, = lim Š; и. 
例 1 无穷 级 数 = В 


叫做 等 比 级 数 ( 又 称 为 几何 级 数 ) ,其 中 a 关 0,g 叫做 级 数 的 公 比 . 试 讨论 级 数 
(3) 的 收敛 性 . 
解 ” 如 果 g 关 1, 则 部 分 和 


з, =а+ад + ~ +аф = 


МГА M, i тд" =0, 从 而 lims = ге B kiki Rk (З) ENA 


г =: 814121 时 ,由 于 limg" = %, 从 而 lims, = % ,这 时 级 数 (3) 发 散 . 
如 果 |g|=1, 则 当 g=1 时 ,s, = na 一 %, 因 此 级 数 (3) 发 散 ; 当 g= -工时 ， 
级 数 (3) 成 为 
a-ata-at+.…, 
显然 s, 随 着 为 奇数 或 为 偶数 而 等 于 a 或 等 于 零 , 从 而 s, 的 极限 不 存在 ,这 时 
级 数 (3) 也 发 散 . | 
综合 上 述 结果 ,我 们 得 到 :如 果 等 比 级 数 (3) 的 公 比 的 绝对 值 1g|<1, 则 级 
ОНС: Я | а 1221, ДЈ АК. 
512 证 明 级 数 
1+2+3+- ++. 
是 发 散 的 . 
证 这 级 数 的 部 分 和 为 


з, =1+2+3++ 


BA, lims, = оо ,因此 所 给 级 数 是 发 散 的 . 
例 3 判定 无 穷 级 数 


1 1 1 
raaa жле] 


_ п(п +1) 
a 
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的 收敛 性 . 


解 ” 由 于 
п(п+1) n n+l’ 

因此 
_ 1 1 1 
„а куо Ыз лке] 
= L Aol Load 
ll 2 )+ (3 3)+ | | 
| 
=l ntl 

从 而 


ТОТО ж ЫЗ 
lims, = lim(1- р) =, 


所 以 这 级 数 收敛 , 它 的 和 是 1. 
二 、 收敛 级 数 的 基本 性 质 


根据 无 穷 级 数 收敛 、 发 散 以 及 和 的 概念 ,可 以 得 出 收敛 级 数 的 几 个 基本 性 


HRI MRAN S) и, KFM: WAN D) ku, Як, ERAH ks. 


E 设 级 数 3 и, 与 级 数 S) ku, 的 部 分 和 分 别 为 与 6, , 则 
n=l n=1 
с, = ku, t ku, ++ ku, = ks, > 
于 是 іт о, = lim ks, =k lim s, = ру. 


这 就 表明 级 数 S ku, ОК, НЯ ks. 


由 关系 式 o = ks, 知道 ШЖ |5, ИНЕ А 250, 2 (о, | 也 不 可 能 有 
极限 .因此 我 们 得 到 如 下 结论 :级 数 的 每 一 项 同 乖 一 个 不 为 霍 的 常数 后 , 它 的 收 
HETKE. 


性 质 2 如 果 级 数 D u, D)o, ЕЯ: o ШЕЙ D) (u, Eo, ) 
Ekk, BHMA 5+0. 
证 设 级 数 D) u, D) о, 的 部 分 和 分 别 为 s, 6, , 则 级 数 了) (и, + vw, ) 的 


й 
бы! 
" 
— 
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r =(и,*=,)+(и,*&®,)++(и„Жъ„) 
=(иү+и,+ +u,) tlu tvt +u )=з с, 


于 是 іт т, = lim (s, L a,)= sto. 


这 就 表明 级 数 2и, + о,) 收敛 , 且 其 和 为 s+ o. 

性 质 2 也 说 成 :两 个 收敛 级 数 可 以 逐 项 相 加 与 逐 项 相 减 . 

性 质 3 在 级 数 中 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 收敛 性 . 

证 我 们 只 希 证 明 “ 在 级 数 的 前 面部 分 去 掉 或 加 上 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 
收敛 性 ” ,因为 其 他 情形 ( 即 在 级 数 中 任意 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 的 情形 ) 都 可 
以 看 成 在 级 数 的 前 面部 分 先 去 掉 有 限 项 ,然后 再 加 上 有 限 项 的 结果 . 

设 将 级 数 

u tuzte +u tui, totta, +" 
HRI k 项 去 掉 , 则 得 级 数 | 
Urit Ugra toe ъи е 
于 是 新 得 的 级 数 的 部 分 和 为 
| On = ик, T Ukaz ЖС + Urn T Skin Sh, 
其 中 %， 是 原来 级 数 的 前 &+ n 项 的 和 .因为 % 是 常数 ,所 以 当 п коо, о, 与 
st+n 或 者 同时 具有 极限 ,或 者 同时 没有 极限 . | 
类 似 地 ,可 以 证 明 在 级 数 的 前 面 加 上 有 限 项 ,不 会 改变 级 数 的 收敛 性 . 


性 质 4 RAR D) u, 收 敏 , 则 对 这 级 数 的 项 任意 加 括号 后 所 成 的 级 数 
(ustet u ) Сат “tu, ) +. + Cup ажи) ++ (4) 
тй ERATE. 
证 RARD wu。( 相 应 于 前 n 项 ) 的 部 分 和 为 s ,加 括号 后 所 成 的 级 数 
(4) (相应 于 前 名 项 ) 的 部 分 和 为 A.M 


i A Surte Tu, =S, ° 


Arm lurte tu, JE uca tuntu, Јев 


A, = (и, + Бн u, ) + (и, + ++ и, „++ + (u, 


+... + = 
-1+l | | un, ) Sm | 


可 见 , 数 列 {A} 是 数列 |s,|} 的 一 个 子 数列 ,由 数列 1s, |} 的 收敛 性 以 及 收敛 数列 与 
其 子 数列 的 关系 可 知 , 数 列 { A, LEk, EA 
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Q сы 
即 加 括号 后 所 成 的 级 数 收敛 , 且 其 和 不 变 . 
注意 ”如 果 加 括号 后 所 成 的 级 数 收敛 , 则 不 能 断定 去 括号 后 原来 的 级 数 也 
收敛 .例如 ,级 数 
(1-1)+(1-1)+.-- 
收敛 于 零 ,但 级 数 
| 1-1+1-1+-- 
却 是 发 散 的 .. i 
根据 性 质 4 n 可 得 如 下 推论 ; 如 果 加 括号 后 所 成 的 级 数 发 散 ， 则 原来 级 数 也 发 
散 .事实 上 ,倘若 原来 级 数 收敛 ， 则 根据 性 质 4 知道 ， 加 括号 后 的 级 数 就 应 该 收敛 
T. 


性 质 5( 级 数 收敛 的 必要 条 件 ) 如果 级 数 >) u, t, ШЕЮ А u, 
趋 于 零 , 即 | 


limu, =0. 


证 ваш S а ТУСТИ s, >s (поо), Д] 
limu, = lim(s, E 1) = lims, — lims,- 1=5-5= 0). 


由 性 质 5 可 知 ， 如 果 级 数 的 一 一 般 项 不 趋 于 零 ， 则 该 级 数 必 定 发 散 .例如 ,级 数 


1 2 3 п-1 Л те 
Е У 


它 的 一 般 项 u, =(-1) Á wn 一 oo 时 不 趋 于 零 ,因此 该 级 数 是 发 散 的 . 


注意 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 并 不 是 级 数 收敛 的 充分 条 件 .有 些 级 数 虽然 一 
般 项 趋 于 零 ,但 仍然 是 发 散 的 .例如 ,调和 级 数 


1,1 1 ) 
1 十 万 十 可 十 е > (5) 


虽然 它 的 一 般 项 u, = 二 ~0 (поо) ,但 是 它 是 发 散 的 .现在 我 们 用 反 证 法 证 明 


ШЕ: 
ВЕ (5) Ке, БЕ ААУ s, Н. х, >s (2 一 co ). 显 然 , 对 级 数 (5) 
的 部 分 和 КР ,也 有 52,725 (ло). T E: 


85, 5,7257 5=0 (n>). 


但 另 一 方面 
_ 1 1 1 1 l `... 1 _ 1 
52 ° п +1 ata. Кон on 2л о T 
— A 
n 项 ЗЕ 
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故 
s s P0 (поо), 
与 假设 级 数 ($) 收 伍 了 矛盾. 这 矛盾 说 明 级 数 (5) 必 定 发 散 ， 


"二 、 柯 西 审 钱 原理 


怎样 判定 一 个 级 数 的 收敛 性 呢 ? 我 们 有 下 述 柯 西 审 敛 原理 . 


定理 ( 柯 西 审 伍 原理 ) 级 数 3 u, 收敛 的 充分 必要 条 件 为 ;对 于 任意 给 定 
HEX 。 ,总 存在 正 整 数 N ,使 得 当 n> N 时 ,对 于 任意 的 正 整数 p ,都 有 


|а. Ttur +" Фи, |< 


成 立 . 
证 设 级 数 zx， 的 部 分 和 为 ,因为 


| 


所 以 由 数列 的 柯 西 极限 存在 准则 (第 一 章 第 六 节 ) , 即 得 本 定理 结论 . 
例 4 利用 柯 西 审 敛 原理 判定 级 数 > 二 的 收 伍 性 ， 
n=} 1 
解 ” 因 为 对 任何 正 整 数 p, 


DAT + Un+2 ке Шыу | 
1 1 1 


= 十 ———- +... + 一 一 
(n+1) (n +2) (n + р)? 
1 1 1 


二 
п(п+1) (n+1)(n+2) (n+p-1)(n+p) 
1 1 1 _ 1 ... W s: 1 
= [+ т) [>H rra) * [= т) 
1 1 <1 


n ntp n 
所 以 对 于 任意 给 定 的 正 数 。, 取 正 整数 N>> 二 , 则 当 n> N 时 ,对 任何 正 整 数 p, 
都 有 


9 


[ГЭ + Ut2 Tt + u, |< 


аг. ELETERE й У) сй. 


n=1 A 
53 8 12-1 


1. 写 出 下 列 级 数 的 前 五 项 : 
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3. 根据 级 数 收敛 与 发 散 的 定义 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
(1) >> (Мп +1-уп); 


(2) tzt s+ шше 
(3) sin $ + sin 27+. ‘+sin +e 

4. 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 

(O) $ so sas е Вн 

(2) +t+t+* “++ š 
уне 
ЕЕЕ + 到 + ; 


olara) laaa) 
`5. AFRA PI E SURRA E F 292 ИЯСЕ. 


上 >C D, 


1 1 1 
(4) > (тетт? с уза 
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一 、 正 项 级 数 及 其 审 伍 法 


一 般 的 常数 项 级 数 , 它 的 各 项 可 以 是 正 数 、 负 数 或 者 零 .现在 我 们 先 讨 论 各 
项 都 是 正 数 或 零 的 级 数 ,这 种 级 数 称 为 正 项 级 数 . 这 种 级 数 特别 重要 ,以 后 将 看 
到 许多 级 数 的 收敛 性 问题 可 归结 为 正 项 级 数 的 收敛 性 问题 . 
设 级 数 
u tuttu, ++ | (1) 
是 一 个 正 项 级 数 (x, >0) , 它 的 部 分 和 为 .显然 ,数列 |s, | 是 一 个 单调 增加 数列 : 
5 <s,<:-- <s <--:. 
如 果 数 列 |s, | 有 界 , 即 s, 总 不 大 于 菜 一 常数 1M ,根据 单调 有 界 的 数列 必 有 极限 
的 准则 ,级 数 (1) 必 收敛 于 和 s, H s, 志 s 声 M. 反 之 ,如 果 正 项 级 数 (1) 收 化 于 和 
s, BP lim s, = s ,根据 有 极限 的 数列 是 有 界 数列 的 性 质 可 知 ,数列 | 5, | 有 界 .因此 ， 
我 们 得 到 如 下 重要 的 结论 . 
定理 1 正 项 级 数 D ,收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 部 分 和 数列 | 5, | 有 


Я. 

由 定理 1 可 知 ,如 果 正 项 级 数 wu 发散, 则 它 的 部 分 和 数列 s, -> + oo 
(7 一 co), 即 >: и, = +оо, 

根据 定理 1, 可 得 关于 正 项 级 数 的 一 个 基本 的 审 全 法 ， | 

жаана) 设 > u, 和 > о, 都 是 正 项 级 数 , 且 u, <v, (a= 
1,2,…) . 若 级 数 > v, Kat, MR > u, Ж; Б>, и, 发 散 , 则 
级 数 > о, #8. | 

E 设 级 数 > о, KAFA о, WAK > u, RAM 

S = ш ъи + +u, Sv, +0 + о, So (n=1,2,), 

即 部 分 和 数列 | s,| 有 界 , 由 定理 1 知 级 数 > u, ЖК. 
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反之 , 设 级 数 Э и, 发散 , 则 级 数 > o, DRM AXEI Do v K, 


由 上 面 已 证 明 的 结论 ,将 有 级 数 > и, шй, 与 假设 矛盾 


注意 到 级 数 的 每 一 项 同 乘 不 为 零 的 常数 k 以 及 去 掉 级 数 前 面部 分 的 有 限 
项 不 会 影响 级 数 的 收敛 性 ,我 们 可 得 如 下 推论 : 


推论 设 > ш, Уо, 都 是 正 项 级 数 ;如 果 级 数 D) о, kit, BEEE 
整数 N, EH n>N В и, Sko, (А20) ВЗ, N R >, и, 收 钱 ;如 果 级 数 


со 


S о, 发 散 , 且 当 n>N 时 有 ww, 之 ho,(k>0) 成 立 , 则 级 数 УГ u, 发 散 . 
` m 讨论 户 级 数 В 
а ыкы ы (2) 
的 收敛 性 ,其 中 常数 ›>0. 
解 W p<1. 这 时 级 数 的 各 项 不 小 于 调和 级 数 的 对 应 项 : L >l Bg 
级 数 发 散 ,因此 根据 比较 审 化 法 可 知 , 当 p<1 时 级 数 (2) 发 散 . 
设 p>1. 因 为 当 k-1<z<k 时 ,有 记 << 方 ,所 以 


& 
二 sl, -dz (k = 2,3,---), 


从 而 级 数 (2) 的 部 分 和 


1 = би 
1 (п= 2,3, ), 


这 表明 数列 {s,| 有 界 , 因 此 级 数 (2) 收 敛 ， 
综合 上 述 结果 ， 我 们 得 到 : | 级 数 (2) 当 p>1 ВНК, Ч рс В. 


Н ` 
例 2 证 明 级 数 3 = = 一 = 二 一 是 发 散 的 . 
1 2 ` 1 1 
证 AA пбн) (а A 


о 


1 Е 1 s». 1 ... 
2 атто на nti 


是 发 散 的 .根据 比较 审 伍 法 可 知 所 给 级 数 也 是 发 散 的 . 
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为 应 用 上 的 方便 ,下 面 我 们 给 出 比较 审 伍 法 的 极限 形式 . 
定理 3( 比 较 审 效法 的 极限 形式 ) 设 У u, 和 У) о, 都 是 正 项 级 数 ， 


(1) = (0</< +), вай D) v, ik m RB D , Ж 
Sr; 

(2) MI lim = = 1>0 或 lim 
ER. | 

证 (1) 由 极限 定义 可 知 , 对 e =1, 存 在 正 整 数 N, 当 n>N 时 ,有 


асте, 
Un 


Un 
Un 


= + co, 且 级 数 > о, 发 散 , 则 级 数 >: u, 


ри, < (1+ 1)w .而 级 数 > o, 收 全 ,根据 比较 审 化 法 的 推论 , 知 级 数 S u, 
收敛 . 
(2) 按 已 知 条 件 知 极限 lim 字 存在 ,如 果 级 数 D u, се, MN H 8836 (1) 


有 级 数 У) о, kak BB Mm D) v, 发 散 ,因此 级 数 > u, BARA, Вр 


级 数 > и, RE. 
极限 形式 的 比较 审 伍 法 ,在 两 个 正 项 级 数 的 一 般 项 均 趋 于 零 的 情况 下 ,其实 
是 比较 它们 的 一 般 项 作为 无 穷 小 量 的 阶 .定理 表明 , 当 w 一 oo 时 ,如 果 u, 是 与 


о, 同 阶 或 是 比 w 高 阶 的 无 穷 小 ,而 级 数 > о, бй, ДИК D u, 收敛; 如 果 


是 与 v 同 阶 或 是 比 w 低 阶 的 无 穷 小 ,而 级 数 > v, 发 散 , 则 级 数 > u, 发 
ж. 
例 3 判定 级 数 >, sin 二 的 收 全 性 ， 


ж 因为 
1 
sın — 
lim п =1>0, 
n 


mA >) LRR REE 3 知 此 级 数 发 散 
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BLEE ELEGE за чиа Еа У о, Е 


为 比较 的 基准 .最 常 选 用 作 基 准 级 数 的 是 等 比 级 数 和 р 级 数 . 
BA EUR SS u Bto, ппен 
法 和 根 值 审 化 法 ， | 


定理 ОНАН AMN R (d° Alemberr) #181) 设 5 u, 为 正 项 级 
数 ,如 果 | 


А и, 1._ 
lim =p, 
п» oo u, | 94 


则 当 p<1 HRES p> [sim oo } 时 级 数 发 散 ;p = 1 时 级 数 可 能 
收敛 也 可 能 发 散 . | 


证 (1) 当 o<1. 取 一 个 适当 小 的 正 数 e, 使 得 po+e=r<1， 根据 极限 定 
义 ,存在 正 整 数 m ,2M nZ m 时 有 不 等 式 


ти а 
因此 
има < ти, Um aL Umi Llr un u, a ru 
而 级 数 D) un 收敛 ( 公 比 r<1) ,根据 定理 2 的 推论 ， хаж > w, 收敛 


G) 当 o>1. 取 一 个 适当 小 的 正 数 є ,使 得 Pp-e>1. 根据 极限 定义 ， 当 n> 
m 时 有 不 等 式 
>p-e>l, 
也 就 是 : шу >и. 
所 以 当 n>m 时 ,级 数 的 一 般 项 u, BERMAN, 从 而 lim и, 天 0. 根 据 级 数 收 


敛 的 必要 条 件 可 知 级 数 > Ж 


类 似 地 ， Ша ЫЕ е еы, 级 数 > u, 发 散 . 


(бз 当 5 нанава. 例如 p 级 数 (2)， 不 论 p 为 何 什 
都 有 
Ri k P | 1 = 
(n+1)? 


=1. 


l Unt+l — 1: 
im —— = lim 
n>% U, 天 一 оо 


| ы: 
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但 我 们 知道 , 当 p>1 时 级 数 收敛 , 当 p<1 时 级 数 发 散 ， 因此 只 根据 p=1 不 能 
判定 级 数 的 收敛 性 . 
例 4 证 明 级 数 
L 1 1 


1 
Е ТУА у 
是 收敛 的 ,并 估计 以 级 数 的 部 分 和 s, 近似 代替 和 s 所 产生 的 误差. 
ж ”因为 


+... 


їп #** = lim 00 = l =0<1, 
n- оо j зае n! nœ n 
А E В n] HIP A 2 ЦЭХ. 
| ае 5, пай 所 产生 的 误差 为 
| пі "ГЕЛ +] 
_ 1 1 1 
Tr п+1)(п +2 + ) 
1 1,1 
< (+++ | 
„Ж. o 1 
ll (т-1)(#-1) 
" 
例 5 判定 级 数 š 
1 _1:2 1:2:3 n! 
10 107 107 10" 
的 收敛 性 . 
ж 因为 
u, _(n+1)! 10" _ n+1 
и, 10" п! 10 ' 
Шаб е Ша” е. 
根据 比值 审 伍 法 可 知 所 给 级 数 发 散 . 
жЕ зата, 柯 西 判别 法 ) 设立 u, 为 正 项 级 数 ， 如 果 
lim Ju, = р» 


则 当 p<1 时 级 数 收敛 ,p>1 (іт уи, = + %) 时 级 数 发 散 ,p= 1 时 级 数 可 能 


收敛 也 可 能 发 散 . 
定理 5 的 证 明 与 定理 4 相仿 ,这 里 从 略 . 
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例 6 判定 级 数 >) 27 ate. 
证 lim Yi = lim 42+ С)" = limber" (0 1， 
В In[2 + ( — 1)"] 有 界 , 故 lm 一 ln [2+(-1)"]=0,АШ 
Бю Ju, = >- 


因此 ,根据 根 值 审 伍 法 知 所 给 级 数 收敛 
将 所 给 正 项 级 数 与 p 级 数 作 比较 ,可 得 在 实用 上 较 方便 的 极限 审 敛 法 . 


定理 (BB ESE) 8 У) и, 为 正 项 级 数 ， 
(1) пани, =1>0 《或 lim nu = + оо), ШВ У) u, 发 散 ; 
(2) 如 果 p> 而 lim nu, =! (0<21< + о) ШАЙ D) u, Шй. 


证 (1) 在 极限 形式 的 比较 审 化 法 中 , 取 w = 二 ,由 调和 级 数 > 发散， 
知 结论 成 立 


(2) 在 极限 形式 的 比较 审 钱 法 中 , 取 v= 三 , 当 p>1 时 ,p 级 数 > Li 
伍 , 故 结论 成 立 ， 


例 7 判定 级 数 D In(1+ 六 kakta. 
解 B (1+2) (по), | 
limn’ и, = lima*ln(1+ 27)= ima? =1, 
根据 极限 审 伍 法 , ЛТД ЖОК. 


例 8 判定 级 数 > Мт (1-cos т.) носне. 
ж ”因为 


limn? u, = limn? у nFI(1- cos Z) 
_ 2 Гаж 1/zmY 1.5 
= ima aE) е, 
Si R ЖОЕ , 知 所 给 级 数 收敛 . ` 
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二 、 交 错 级 数 及 其 审 伍 法 


所 谓 交 错 级 数 是 这 样 的 级 数 , 它 的 各 项 是 正 负 交错 的 ,从 而 可 以 写成 下 面 的 
形式 : Я | 

ити +изути t", (3) 
或 —u tu, u +u `, (4) 
其 中 xi ,xz,… 都 是 正 数 .我 们 按 级 数 (3) 的 形式 来 证 明 关 于 交错 级 数 的 一 个 审 
ЖОК. 


定理 7( 莱 布 尼 茨 定理 ) ”如 果 交 错 级 数 > (一 1)" "wu, 满足 条 件 : 
(1) u, >u, (1=1,2,3,+-); | 
(2) lim u, =0, 
MRR ES, АЯ  <u, ,其 余 项 r, 的 绝对 值 | 7, Sun- | 
Ж 先 证 明 前 2” 项 的 和 sz, 的 极限 存在 .为 此 把 s,, 写成 两 种 形式 : 
s = (и—и;) + (изи) ++ (иа иы) | 
及 
52. = шу (u; — us) (u, us)— ° — (uy, -2 7 Ur-1) шә: 
根据 条 件 (1) 知 道 所 有 括号 中 的 差 都 是 非 负 的 .由 第 一 种 形式 可 见 数列 1s,, | 是 
单调 增加 的 ,由 第 二 种 形式 可 见 ;,, < u1. 于 是 ,根据 单调 有 界 数列 必 有 极限 的 
准则 知道 , 当 ”无 限 增 大 时 ,s:, 趋 于 一 个 极限 * ,并 且 s 不 大 于 : 
lim sa = 5и. 
再 证 明 前 2n + 1 项 的 和 5,, ,的 极限 也 是 ; .事实 上 ,我 们 有 
Santi = 52, + uya" 
由 条 件 (2) 知 lim и,,., =0, 因 此 
lim 52+ = lim (sz, + uzn) FS. 


由 于 级 数 的 前 偶数 项 的 和 与 奇数 项 的 和 趋 于 同一 极限 *, 故 级 数 
SA1 u, АЯ з, M n -oo 时 具有 极限 s. 这 就 证 明了 级 数 


сс 


(– 1)" ' u, ЖТР 5, H s<u,. 


n=1 


最 后 ,不 难看 出 余 项 >, 可 以 写成 
r= EC uni taa t), 
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其 绝对 值 lr niia un T 
上 式 右 端 也 是 一 个 交错 级 数 , 它 也 满足 收敛 的 两 个 条 件 ,所 以 其 和 小 于 级 数 的 第 


| > |<u,., 
证 明 完毕 . 
例如 ,交错 级 数 
,ge ИИК! n-1 1 
элш A 
满足 条 件 


„Ты М ы 
Отар 


及 
(2) lim и, = lim} =0, 
所 以 它 是 收 伍 的 ， ү УСІ. Ау n 项 的 和 


5 Се “tl 
n 


= ЭХ 


=. ахау Ша 


现在 我 们 讨论 一 般 的 级 数 


utu, tetu, ++, 


它 的 各 项 为 任意 实数 . 如 果 级 数 》) u, 各 项 的 绝对 值 所 构成 的 正 项 级 数 


со 


> 1 и, 收 信 , 则 称 级 数 > u, 绝对 收 敏 ;如 果 级 数 > и, 收敛 ,而 级 数 >) | 
发 散 , 则 称 级 数 D) u, 条件 收 敏 .容易 知道 ,级 数 D) ( -1)"…! 二 是 绝对 收敛 级 


数 ,而 级 数 2 (一 1)"! 土 是 条 件 收 全 级 数 . 
авала чанат аня, 
定理 8 如 果 级 数 >) u, аз, пая S u BEES. 
ë Ф т 
о, =(u, +|u,|) (я=1,2,---). 
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显然 u,20 B olu l 《n==1,2,…). 因 级 数 D) |u, BA ИШ Ей 


法 知道 ,级 数 >) о, ШО, АШЫК D) 20, Я Т и, = 2w - 1и, | ;由 收 
伍 级 数 的 基本 性 质 可 知 


S) m= 2320- D) lul, 
所 以 级 数 > u, ШК. НЕН. 

上 述 证 明 中 引信 的 级 数 > v, ,其 一 般 项 
tl) = 
可 见 级 数 Э о, 是 把 级 数 > ,中 的 负 项 换 成 0 而 得 的 , 它 也 就 是 级 数 
> u, 中 的 全 体 正 项 所 构成 的 级 数 .类 似 可 知 , 令 

ш, =-у(1н„1-—и„), 
则 > wo, 为 级 数 > и, 中 全 体 负 项 的 绝对 值 所 构成 的 级 数 .如 果 级 数 D а, 
алаа D) v, 与 > w, 都 收 和 化 ;如 果 级 数 条 件 收 伍 | 即 >u, Ж 
“тї >) lu, аи) лая > „Б >. BRN. 
定理 8 说 明 ,对 于 一 般 的 级 数 > и, ,如 果 我 们 用 正 项 级 数 的 审 仇 法 判定 


级 数 > lu, | 收敛 , 则 此 级 数 收 敛 . 这 就 使 得 一 大 类 级 数 的 收敛 性 判定 问题 , 转 
化 成 为 正 项 级 数 的 收敛 性 判定 问题 ， | 


一 般 说 来 ,如 果 级 数 >) lu, | 发 散 ,我 们 不 能 断定 级 数 > и, 也 发 散 .但 
= р>1 іт Та] 


Unti 
и, 


EARR AIA СТСТ lim 


= p>1 判定 级 数 > lu | 发 散 , 则 我 们 可 以 断定 级 数 D и, 必定 发 散 . 这 是 因 
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为 从 p>1 WHA и, |+ 0n), МП u, + 0(n— оо), ү 3⁄ > u, 
是 发 散 的 . | 
例 9 判定 级 数 > Z геа. 


Sin па 


解 因为 -一 一 | 也 收 


<, TAN > сае ӨЗ 


sin na 
п 
全 .由 定理 8 知 ,级 数 Уу план. 
例 10 мавж > OD ш кк 的 收敛 性 . 
уы ый йы EAP 
解 这 是 交错 级 数 . 记 w, (1+2) ,有 
yl 1 ыы — 00 
Ук. =у(1+-) >e (n ), 
е1, 981 u, +> 0 (n—) ,因此 所 给 级 数 发 数 . 


` 四、 绝对 收敛 级 数 的 性 质 


绝对 收敛 级 数 有 很 多 性 质 是 条 件 收敛 级 数 所 没有 的 ,下 面 给 出 关于 绝对 收 
敛 级 数 的 两 个 性 质 . — | 
定理 9 “xU QE БЕРЕ ЧЕТД hO r El ЕЕ а, Н БЙЗ 
有 相同 的 和 ( 即 绝对 收敛 级 数 具 有 可 交换 性 ). 
证 (1) 先 证 定理 对 于 收敛 的 正 项 级 数 是 正确 的 . 
设 级 数 
I u, 十 tu t weti t i 
为 收敛 的 正 项 级 数 ,其 部 分 和 为 s MA *. 并 设 级 数 
и tu; tetu! +. 
为 改变 项 的 位 置 后 构成 的 级 数 ,其 部 分 和 为 s;. 
对 于 任何 n sess 取 .m 足够 大 ， 使 uisu ，… ,UU 各 项 都 出 现在 
Sa = u t u, + „ 中 ,于 是 得 
s,s Ss, 
所 以 ,单调 增加 的 数列 1s : | 不 超过 定数 *, 根 据 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 准则 


(第 一 章 第 六 节 ) ,可 知 lims ; 存在 , 即 级 数 D) u; ikat, B 
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lims, „=з ` <s. | 


另 一 方面 ,如 果 把 原来 级 数 и, 看 成 是 级 数 ы ;改变 项 的 位 置 以 后 所 成 

的 级 数 , 则 应 用 刚才 证 得 的 结 VETE | x i 
<s : 

要 使 得 上 面 两 个 不 等 式 同时 成 立 ,必定 有 ` 


(2) 再 证 定理 对 一 般 的 绝对 收敛 级 数 是 正确 的 . 
设 级 数 Sllu | 收敛 .在 定理 8 的 证 明 中 已 得 


и, =2v, — \и,|, 


而 >) о, 是 收敛 的 正 项 级 数 . 故 有 


> и, = 5а» -lu, ар а “ие 


n=l 


Ж 后 的 级 数 为 Xa; , 则 相应 нажа 


的 
Soi, llu | 改 变 为 D lai | ,由 (还 得 的 结论 可 知 


， oo ‚б ө, ` со сә. А адад 
е * : е $ | x 
У) x, = Э > u | 
n n п п = | 
* ы . 4 К š і # быу 


II 

一 

п 
. - 
的 

u 

一 

t 


ашал AA — AERAN, 我 们 先 来 讨论 级 数 的 乘法 运算 . 


设 级 数 > u, ЖП > ‚ий, Ел ә я, 作出 这 两 个 
пня алда. ,) ,这 些 乘积 是 
иро, UV U Uz "о, Ui O; °. | 
из 91» М;0›,4)01,°'°,Ш)® ә" 


U3 Uj s Ну Uz 3T3 U3 Us" 


7, Тее баага ае 


~ U Ug UVU2, UUI |" H U; о" 
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这 些 乘 积 可 以 用 很 多 的 方式 将 它们 排列 成 一 个 数列 .例如 可 以 按 “ 对 角 线 
法 ”或 按 “ 正 方形 法 "将 它们 排列 成 下 面 形状 的 数列 (图 12-2): 
对 角 线 法 正方 形 法 


u, u> up, up ... | 
101. 0 uy uju, 
S = z uw uu, u 
РА eso 


Ud) иш, ишу UMa ` 


s s K s uW: | uW tuy 
uyu) М; U3 Изд ?°° — x 
^ s ^ ⁄ tU, изо, изу 
u), UVa ий, u, *** | | 
“Z К Z Z 


(对 角 线 法 )z U U о, изо UI Uz, изо изо 

(ІЕМ?) ио; цо, UU, изо зц U3, U2 U3, U3 Uz, U3 U2, иу 

把 上 面 排列 好 的 数列 用 加 号 相连 ,就 组 成 无 穷 级 数 .我 们 称 按 “ 对 角 线 法 ” 排 
列 所 组 成 的 级 数 


uu, + (u, 2 + Шоо Yapa Си ауа, a: + 二 wv) +. 
为 两 级 数 SI u, 和 S) о, 的 柯 西 乘积 . 


定理 10( 绝 对 收敛 级 数 的 乘法 ) 设 级 数 > u, ЯП > о, 都 绝对 收敛 ,其 
和 分 别 为 s 和 oa, 则 它们 的 柯 西 乘积 
иу + (ио, + изт) 十 pou (uiv, + изо, рът + ио) + Ж (5) 
也 是 绝对 收敛 的 , 且 其 和 为 о. 
证 ”考虑 把 级 数 (5) 的 括号 去 掉 后 所 成 的 级 数 | 
шро tuv tuzu ++ uv ++, (6) 
如 果 级 数 (6) 绝 对 收敛 且 其 和 为 w, 则 由 收敛 级 数 的 基本 性 质 4 及 比较 审 伍 法 
可 知 ,级 数 (5) 也 绝对 收敛 且 其 和 为 ww. 因此 只 要 证 明 级 数 (6) 绝 对 收敛 且 其 和 
= so 就 行 了 . | 
(1) 先 证 级 数 (6) 绝 对 收敛 . 
Ў w, 为 级 数 (6) 的 前 m 项 分 别 取 绝对 值 后 所 作成 的 和 ,又 设 


S lul=A, У 1о,1= B 
则 显然 有 


<> lu, l” > lv, <А В. 
由 此 可 见 单调 增加 数列 | wn | 不 超过 定数 АВ, 所 以 级 数 (6) 绝 对 收敛 . 
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(2) 再 证 级 数 (6) 的 和 a= so. К: 

把 级 数 (6) 的 各 项 位 置 重 新 排列 并 加 上 括号 使 它 成 为 按 “ 正 方形 法 "排列 所 
组 成 的 级 数 

u, U, + (u,v + изо + изт) + 

+ (uv + uv ++ иш, EUU,- t + шшш) + ,i (7) 
根据 定理 9 及 收敛 级 数 的 基本 性 质 4 可 知 ， 对 于 绝对 收 全 级 数 (6) 这 样 做 法 是 不 
会 改变 其 和 的 .容易 看 出 ,级 数 (7) 的 前 n 项 的 和 恰好 为 
(utu, +" +и,) (vtv t+ шо) =$з„'а„, 

因此 


w= lim (s ,*0,)=s'ø. 
H — œ 


.习题 12-2 


1. 用 比较 审 剑 法 或 极限 形式 的 比较 审 伍 法 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 ; 


1 1 1 
(01+ ++ “Ол ; 


1+2 1+3 1+л 
е rr 
о E l _ 1. 

OQ) sty ат Сиа) 


бст, % _. N 
(4) sin 3 + sin >> t sin >> + ае 


(5) Утур (а >0). 
2. 用 比值 审 合法 判定 下 列 级 数 的 收 全 性 : 


юге + 
1.2 2.2 3,2 п*2" 3" 


(3) | (4) р пїап T- 


НИГИ гае ад, 

а› (н) D 3 шиа (3) > (sz 
wX (Z үз 其 中 а, >a (поо) „а, „р.а SHER. 

4. 判定 下 列 级 数 的 收 敏 性 ， 


(3+2(3) +3(3) + -+a(3) i 


1: 24 3 п“ 
(2) тт tT +3? =з ; 


i) i; 
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ы п +] 
(3) 2 
(4) 27 2"sin уз 


3 п+1 
(5) VZ taf > + + кез 


1 1 1 
(6) +b Tarb УУ 


5. 判定 下 列 级 数 是 否 收敛 ? RE BKK, АНЯ РНК? 


++ (a>0,b>0). 


万 УЗ A 
加 Ж 
(2) 27 ( 1) zT 
E k y фы. Еу 
(3) 32 зт 3° 9797 
Т ый ы Si u. 
(шз 314 st 
2 
2" 
a 


一 、 函 数 项 级 数 的 概念 


如 果 给 定 一 个 定义 在 区 间 1 上 的 函数 列 
u(r) u(x) u(x), u, (z); е, 
则 由 这 函数 列 构成 的 表达 式 
| и (х) + и, (х) + u(r)t tu, (х) ++ (1) 
称 为 定义 在 区 间 1 上 的 (函数 项 ) 无 穷 级 数 ,简称 (函数 项 ) 级 数 . 
对 于 每 一 个 确定 的 值 x, € 1 ,函数 项 级 数 (1) 成 为 常数 项 级 数 
и, (хо) t и,(х„) + и,(х) ++ u, (хо) ++. (2) 
х (2) ИЕШЕ kt TT Ë ЖК. in (2)КЖ ,就 称 点 z, 是 函数 项 级 数 
(DARSA; ЖЖЖ (2) RB, MEA ze 是 函数 项 级 数 (1) 的 发 散 点 .函数 项 
级 数 (1) 的 收敛 点 的 全 体 称 为 它 的 收敛 域 ,发 散 点 的 全 体 称 为 它 的 发 散 域 . 
对 应 于 收敛 域内 的 任意 一 个 数 x ,函数 项 级 数 成 为 一 收敛 的 常数 项 级 数 , 因 
而 有 一 确定 的 和 .这 样 ,在 收敛 域 上 ,函数 项 级 数 的 和 是 с 的 函数 *(z), 通 常 
称 *(z) 为 函数 项 级 数 的 和 函数 ,这 函数 的 定义 域 就 是 级 数 的 收敛 域 , 并 写成 
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s(z)=u(z=)+u,(z=)+u,(z=)+- +u,(xz)+ 
把 函数 项 级 数 (1) 的 前 n 项 的 部 分 和 记 作 s, (z), 则 在 收敛 域 上 有 
lims,(z) = (х). 
记 r,(z)=s(z) 一 s(xz),r,(z) 叫 做 函数 项 级 数 的 余 项 (当然 ,只 有 z 在 收敛 
Ег, (xz) 才 有 意义 ), 并 有 
limr, (x)=0. 


=. RARR ИИГЕ 


函数 项 级 数 中 简单 而 常见 的 一 一 类 级 数 就 是 各 项 都 是 等 函数 的 函数 项 级 数 ， 
即 所 谓 短 级 数 , 它 的 形式 是 从 


со 


>, ах"'=а,+аух+а,х" + +a, +e, [ (3) 
п=0 


其 中 常数 aaa, i a, ША. ЛИШ 


2 
1+ х= += tetr’ tee, 


ВЕЖ. 

现在 我 们 来 讨论 IFAR E АО, ЕВО 15 ЖО ДЕЛЕ КЕП? 
即 z Н ЕНЕ тї ЕСК, BUR E S SER S k? 这 就 是 震级 数 的 
收敛 性 问题 . 

先 看 一 个 例子 .考察 宪 级 数 


1+ x+ zx? +- + zr" ++ 
的 收敛 性 .由 第 一 节 例 1 知道 , 当 |z1<1 时 ， хавтас =z; 当 |zl 之 1 


时 ,这 级 数 发 散 . 因此 ， а ККМ ринин o. 发 散 域 是 
(-co,-1] 及 [1,+co), 并 有 


11-5 =l+xz+ xz ++ + r" t'e „С—1<х<1). 


МИНИТЕ Е „35 4 R RAR а — A E [Н]. 事实 上 ， гы 
论 对 于 一 rO шыр отта 


Ф ВЕ РИЕТИ ЕНЕ 
z- xo; 就 可 以 把 它 化 成 (3) 的 形式 ,所 以 取 (3) 式 来 讨论 ,并 不 影响 一 般 性 .， l 
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定理 1( 阿 贝尔 (Abel) 定 理 ) 如 果 级 数 D) a, ï r= zo (zo 20) g, , 
MESTER] l<] zol k — 切 x DES FE SA S EB 23 ik 9. 反之 ,如 果 级 数 


> а„х" х= zo 时 发 散 , 则 适合 不 等 式 |z| >|zo| 的 一 切 工 хвана 
с | | 
Ш Auk ze ERARA) ВКА, ИП 

ao ta,zo Tta,zx0 + +a, +>. 

收敛. 人 这 时 有 
lima „х0 =0, 
于 是 存在 一 个 常数 M ,使 得 
la xol ŚM Galit … ) . 

这 样 级 数 (3) 的 一 般 项 的 绝对 值 


| а„х" iz 


QZ0。 == lazo l’ 二 | 
因为 当 |z| < |z | 时 ， sean 5 Mr| 三 | k а ,所 以 级 数 


> | а„х" | 收敛 ,也 就 是 级 数 > а„х" ФИЯ. 


n=0 


定理 的 第 二 部 分 可 用 反 证 法 证 明 ， BERRA >= xz, 时 发 散 而 有 一 点 
Zi ÆA |z |> 1с, ПХ, 则 根据 本 定理 的 第 一 部 分 ,级 数 当 x= ze 时 应 
收 钱 ,这 与 假设 矛盾 .定理 得 证 . 

定理 1 表明 ,如果 窒 级 数 在 z = x, 处 收敛 , 则 对 于 开 区 间 ( — [xol | zol) A 
的 任何 r, ARRS: ШЖ ЖЕТЕ zx = z, 处 发 散 , 则 对 于 闭 区 间 [ - Izol, 
1zo 1] 外 的 任何 x, ERRERA НК. 


Р' Р 
E Ж Еа ЕН 一 如 б + 
(不 仅 是 原点 ) 也 有 发 散 点 .现在 从 原点 滑 | 
数 轴 向 右 方 走 , 最 初 只 遇 到 收敛 点 ,然后 =з 


就 只 遇 到 发 散 点 .这 两 部 分 的 界 点 可 能 是 收 伍 点 也 可 能 是 发 散 点 .从 原点 沿 数 轴 
向 左 方 走 情形 也 是 如 此 .两 个 界 点 Р 与 P' 在 原点 的 两 侧 , 且 由 定理 1 可 以 证 明 
它们 到 原点 的 距离 是 一 样 的 (图 12 ~ 3). 

从 上 面 的 几何 说 明 ,得 到 下 述 重 要 推论 : 


推论 ”如 果 寡 级 数 > a,x’ ETETE 0 TARS. хажи юй 


上 都 收敛， 则 必 有 一 个 确定 的 正 数 R 存在 ,使 得 
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当 |zl<R M ERRANEN; 
当 |zl>R в, ане 
0H z=R 5 x= -R 时 ,震级 数 可 能 收效 也 可 能 发 散 . 

ЖК 通常 叫做 释 级 数 (3) 的 收敛 半径 . 开 区 间 (- К,Е) {Ж (3) 
的 收敛 区 间 . 再 由 等 级 数 在 z= + К R 处 的 收 伍 性 就 可 以 决定 它 的 收敛 域 是 
(一 R,R)\[ 一 R,R)、( 一 R,R] 或 [一 R,Rj] 这 四 个 区 间 之 一 . 

如 果 罕 级 数 (3) 只 在 х =0 处 收敛 ,这 时 收 全 域 只 有 一 点 z =0; 但 为 了 方便 
起 见 ,规定 这 时 收敛 半径 R =0; 如 果 短 级 数 (3) 对 一 切 х 都 收敛 , 则 规定 收敛 半 
{© R= +oco, 这 时 收敛 域 是 (- со, + oo). 这 两 种 情形 确实 都 是 存在 的 , 见 下 面 


的 例 2 及 例 3. 
关于 和 窒 级 数 的 收敛 半径 求法 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 2 ”如果 


lim el = 
п-» со a, p 


其 中 а, a, ERRAK >, ах" B #8 ITAAS 2 K, x ЖЕЙИН АКЕ € 


Z. о5®0, 
REN ш. =й; 
0, ， p=+%. 
证 考察 等级 数 (3) 的 各 项 取 绝 对 值 所 成 的 级 数 
laol Тане laz’ | +t layz” | +o. (4) 
这 级 数 相 邻 两 项 之 比 为 
laz" |_ а, 
а. 
(D 如 果 lim |Z] = o (p 天 0) 存 在 ,根据 比值 审 伍 法 , 则 当 plz1<1 即 


1z1< 广 时 ,级 数 (4) 收 全 ,从 而 级 数 (3) 绝 对 收敛 ; 当 plz| >1 || > 二 时 ,级 
数 (4) 发 散 并 且 从 菜 一 个 ”开始 


|а„„ух"'!]>]а„х" |, 


因此 一 般 项 | а, Е 所 以 а," 也 不 能 趋 于 零 ,从 而 级 数 (3) 发 散 . 于 
是 收敛 半径 Р R= 


Ел TES = 


(2) шж, р=0, 则 对 任何 270,9 
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ВК, МТЗ) 0. FE R = + co. 

(3) 如 果 o= + oo , 则 对 于 除 z=0 外 的 其 他 一 切 z 值 ,级 数 (3) 必 发 散 , 否 
则 由 定理 1 知道 将 有 点 z 关 0 使 级 数 (4) 收 敛 . Ti R=0. 

例 1 RRAS — 


рев: 


的 收敛 半径 与 收敛 域 . 
解 ” 因 为 


所 以 收敛 半径 


@ 
对 于 端点 z = 1, 级 数 成 为 交错 级 数 


We l 24 К 
Io toys … 二 (一 1) 9 


此 级 数 收敛 ; 
对 于 端点 z = -1, 级 数 成 为 


此 级 数 发 散 . 因 此 ,收敛 域 是 (一 1,1]. 
例 2 ЖЖЖ 


的 收敛 域 . 
解 因为 


— 1: G, +1 — 1: 
p= lim | 一 一 | = lim 
а-= оо а, n> 


所 以 收敛 半径 R= + co ,从 而 收敛 域 是 ( оо, + ©). 
例 3 REAM У) я! z" 的 收敛 半径 (规定 0! =1). 
解 因为 


= +оо, 


сен | = lim 
а, 


п- 00 


= | (п +1)! 
о ım але рр 


п» oo 


‚ 273 ° 


所 以 收敛 半径 R=0, 邑 级 数 仅 在 点 х=0 处 收敛 . 
Ba жанаш D 27} z” AKE. 
解 ”级 数 缺 少 奇 次 宕 的 项 ,定理 2 不 能 直接 应 用 . 我 们 根据 比值 审 伍 法 来 求 
收敛 半径 : 
[2(n+1)]! 2070 
Еа ш =4| xl? 
а). 2, 
may” 


щ%412]°<1 ИСО K 411221 > ЯЕ ЙК. В 


收敛 半径 к=. 


例 5 求 等 级 数 у)“. ^к. 
解 Grrl, RASES 


t" 
n=] 2" on 
因为 
p= lim |2221. = Шаг = 了 
no 2"tl(n +1) 2.7 


所 以 收敛 半径 尺 =2. 收 敛 区 间 为 | 上 1|<2, 即 -1<z<3. ， 
当 z =3 时 ,级 数 成 为 >， 二 ,这 级 数 发 散 ; 当 = = - 1 时 ,级 数 成 为 


. E 


=. НЕН 


aotar taz + +a,zr" ++ 
K b tb р t kibo a ta 
分 别 在 区 间 ( =- R.R)2(- R' RR") 内 收 和 ,对 于 这 阿 个 千 级 数 ,可 以 进行 下 到 
四 则 运算 : 
加 法 | 
(aotar taz’ teeta," +: e) + (bit biz + Вх" 十 … 二 DZ ++) 
АУ + (а, + b,)=" ++ 
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减法 
(ажа tat team в) (b thr tb tortb te) 
= (а, — бе) + (а -bi)x + (az Б) л ++ (а„—-Ь„)д' ++ 
Ts КФ СК ЗЕЛ ИЕ 2, LEARAER, R)S5S -R R PRUE 
区 间 内 成 立 . 
乘法 
(aotar tat ++ а„х" +--)*(b, + biz + bhir + + b,z" +) 
= abo + (ab, ИИИ ЕЕ 
+ а,б) х" +. 
这 是 两 个 军 级 数 的 柯 西 乘积 . 可 以 证 明 上 式 在 ( - R,R)5(- R°, RRR 
区 间 内 成 立 ， 
ао +ајх+ах ++ ад" ++ 
о ЈЕ 


= с,+ сүл + сл tee tert: 
авй 5,580. ТАЙЖ саатот 可 以 将 级 数 ье н 


с.х" ЖЖ, 3 5 Uh 5 30 8 Sy B| 6 + SE эр АЕР 
Ж, 即 得 


а, = bico + boci, 


а› = b,co + b,c, + bocz х 


оная coeire iee 


HERJA Br 89 ВО 5 ЖК 2 Cu” акак нег Rok pia m ta csk X R 
小 得 多 0. | 


Ф pim 


了 
1- = 


级 数 > anz” =l+0r + +0" ++ 5 5 baxt =l- х +022 +- +0z" нЕ ЯН E, THS 
п=0 n=0 
数 >) сл" = Уу z" REKAO- DARK. 
azo п=0 
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ЖЕКИ ЕЖЕ FPE E ЕО, 
性 质 жай > az" 的 和 函数 s(z) 在 其 收 钱 域 [上 连续 


性 质 2 WAR > а," ЯЕ sr ERKA L LTR, ЕН RNR 
分 公式 


со 


| sz)dz = | [£ar ]4== > a,r"dz 


= 5) "06 Г), | | (5) 
АННО ион ЕЕ ЕНИП. 
性 质 3 RAR D ал" а (с) аа - R,R) 内 可 导 , 且 
有 到 项 求 导 公式 。 
(х) = I. a ar- > (а,2") = > nraiz (zl<R)， (6) 


汉 项 求 导 后 所 得 到 的 震级 数 和 原 级 数 有 相同 的 收 全 半径 
反复 应 用 上 述 结论 可 得 : жай БУ ы 的 和 函数 *(z) 在 其 收 伍 区 间 
(= ,R) 内 具有 任意 阶 导 数 . | 
Bl 6 жишк >) тай. 


# ” 先 求 收敛 域 .由 


得 收敛 半径 R=1. 
ЙД = = -1 处 , 竺 级 数 成 为 — б саванна, 在 端点 


B, 


x<=14}, 震级 数 成 为 > -一 ,是 发 散 的 . 因此 收敛 域 为 T=[ -1,1). 
设 和 函数 为 s(x), m 
s(z)= т тЄ[—1,1). 


于 是 х5(х) = БЭ сед 


Ф 证 明 见 本 章 第 六 节 二 . 
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利用 性 质 3 , 逐 项 求 导 ,并 由 
1 


Е МЕ (-1<х<1), 
得 


[zs(z)] = > [= 


п= 0 


对 上 式 从 0 到 > 积分 ,得 
аз(ж)= | 1 ах = ~ 1һ(1- z) (—1<х<1). 


0 1-х 


) = > "= (1=1<1). 


于 是 , 当 z 关 0 时 ,有 s(x)= - (1-2). 
而 *(0) 可 由 (0) = ao=1 得 出 ,也 可 由 和 函数 的 连续 性 得 到 


s(0) =lims(=) = lim| = 101-2) ]=1. 
т+0 z0 х 


故 T 0 z€[-1,0)U(0,1), 
1, х= 0. 
53 ШШ 12-3 


1. 求 下 列 释 级 数 的 收敛 区 间 ; 


(1) 过 +2z +3r +++ nz" 十 


2 п 
(2) 1-a trte t(D" r+ 
n 


2 3 
х 2х х x 
Gry za aat ae А 
x т? z’? T” 


Ta t — + — + --: + ++; 
(4 1:3 2.3” 3-3 п 3" | 
2 Ža 2 5 i 
(5) 万 T+ +102 + ер 十 


2n+1 


ODHODE 


2п+1* 
Z 2п 一 1 2-2 
(7) > —> 7 ; 
(8) У) = 
nel n я 
2. 利用 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 , 求 下 列 级 数 的 和 函数 . 


(1) >) az’; 
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ке 4п +1 
= Р 
(D 27 gaT’ 


3 5 
x x 
ЕЕ SSS ID 


第 四 节 KARFA 


前 面 讨论 了 短 级 数 的 收敛 域 及 其 和 函数 的 性 质 .但 在 许多 应 用 中 ， 我 们 过 到 
的 却 是 相反 的 问题 :给 定 函 数 /(xz), 要 考虑 它 是 否 能 在 某 个 区 间 内 “展开 成 等 
级 数 ”, 就 是 说 ,是 否 能 找到 这 样 一 个 赛 级 数 , 它 在 某 区 间 内 收敛, 且 其 和 恰好 就 
是 给 定 的 函数 f(x) .如 果 能 找到 这 样 的 帘 级 数 , 我 们 就 说 ,函数 F(z) 在 该 区 间 
内 能 展开 成 禹 级 数 , 而 这 个 军 级 数 在 该 区 间 内 就 表达 了 函数 /(х). 
假设 函数 f(z ) 在 点 ze 的 某 邻 域 U(zo) 内 能 展开 成 竹 级 数 , 即 有 
Рх) =ао+а (2 х0) + a(z- zo) +++ а, (ат) +++, € U (x), 
(1) 
那么 ,根据 和 函数 的 性 质 ,可 知 /(х){Е U(zo) 内 应 具有 任意 阶 导数 , 且 
(n +2)! 


ji at A а(х) (wa) 
由 此 可 得 ЕРТ 
于 是 а= f" (z) (n=0,1,2,-). (2) 


K К ЖЕНЯ, ЯРА f(x) ЖЛЕ А (І), 218 a, 由 
公式 (2) 确 定 , 即 该 各 级 数 必 为 


Рх) tf (х) (х-к) t+ 1 


1 е) база)" 
= > уены, | (3) 
而 展开 式 必 为 Е 
Кх) = > PE Он) (ш Ee U (m): (4) 


FRAG) EA fz) 在 点 хо 处 的 泰勒 级 数 . тур (аш Ша) 
在 点 ze 处 的 泰勒 展开 式 . 
由 以 上 讨论 可 知 ,函数 f(z) 在 U(zo) 内 能 展开 成 寡 级 数 的 充分 必要 条 件 
是 泰勒 展开 式 (4) 成 立 , 也 就 是 泰勒 级 数 (3) 在 U(r) Aiak, Аа] f(x). 
下 面 讨论 泰勒 展开 式 (4) 成 立 的 条 件 . 
定理 RAA F(z) 在 点 zu 的 某 一 邻 域 U(zu) 内 具有 各 阶 导数 , 则 r) 
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在 该 邻 域内 能 展开 成 泰勒 级 数 的 充分 必要 条 件 是 在 该 邻 域 内 /(х) 3 ДХ 
中 的 余 项 R, (2) 4 2 一 co 时 的 极限 为 零 , 即 
limR,(z)=0, x € U (ху). 
证 (х) n 阶 泰勒 公式 为 ( 见 第 三 章 第 三 节 ) 
Рх) = р„(х)+ R,(z), 


其 中 р, (х) = f(zo)+f (ro)(r- ro)+ + f” (х,о) (=- х0)" 
Ш (с) п 次 泰勒 多 项 式 , 而 

R,(z)= f(x)- p, (x) 
就 是 定理 中 所 指 的 余 项 。 


由 于 п 次 泰勒 多 项 式 р, (zx) 就 是 级 数 (3) 的 前 n +1 项 部 分 和 ,根据 级 数 收 
伍 的 定义 , 即 有 


> x € U (xo) 


Slim р, (х) = f(x), x € U (х,у) 
elim[/(z)- p,(z)]=0, z € U (z) 
ƏlimR,(z)=0, z € U (zo). 
下 面 着 重 讨论 z, = 0 бу 在 (3) 式 中 , 取 ze=0, 得 
f(0) + (0) х+ 1 fP (0) х" +. - 十 (0) (5) 


REORDER /(z EASA. 如 果 /(z) 能 在 (一 r) 内 展开 成 z 的 
RERA, UA 


f(z)= У) 2 OO (lzl<r), (6) 


(6) 式 称 为 函数 F(z) 的 麦克 劳 林 展 开 式 ， 

要 把 函数 F(z) 展 开 成 z 的 赛 级 数 , 可 以 按照 下 列 步骤 进行 : 

第 一 步 求 出 F(z) 的 各 阶 导 数 S), f a), e, f(z),…, 如 果 在 
Zz=0 处 某 阶 导数 不 存在 ,就 停止 进行 ,例如 在 zx=0 处 ,F(z)=<z2 的 三 阶 导 数 
不 存在 , 它 就 不 能 展开 为 z Е Ж. 

第 二 步 ” 求 出 函数 及 其 各 阶 导 数 在 x =0 处 的 值 : 

РОО), (0), 00), ---, fF" (0), --- 
BIF УН 


го) 00) + ©) з +... p EO н. 
并 求 出 收敛 半径 R. 
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第 四 步 。 利 用 余 项 R,(z) 的 表达 式 R,(z) = тур fU Or) a 
(0<0<1) ,考察 当 z 在 区 间 (- R,R) 内 时 余 项 R,(z) 的 极限 是 否 为 零 . 如果 
为 零 , 则 函数 F(z) 在 区 间 (- R,R) 内 的 突 级 数 展开 式 为 

Р) Р) roa @) a 00) „ ү... (-R<x<R). 

例 1 将 函数 F(z)=e 展开 成 x НУХ. 


解 所 给 函数 的 各 阶 导数 为 A/”(z)=e*(n=1,2,…), 因 此 f/f”(0)=1 
(n=0,1,2,…), 这 里 f” (0)= /(0). 于 是 得 级 数 
2 т" 


Itobi + өе {шз 


2! n! 
它 的 收敛 半径 R= +оо, 
对 于 任何 有 限 的 数 r e(E 在 0 与 之 间 ), 余 项 的 绝对 值 为 


£ 用 十 了 
= e n+l 1zl 。 |z] 
18,021 у rz <e ЕТУ: 


шү Fibi 


因 e ”有 限 ,而 [二 TT 是 收敛 级 数 > (а +ту © ЖЛ, ВИД: п > со], 
0,804 moo 时 ,有 |Ro(z)|-0. 于 是 得 展开 式 


2 п 
e= ebat рен qas (—° <x< +e). (7) 


如 果 在 zx=0 处 附近 ,用 级 数 的 部 分 和 ( 即 多 项 式 ) 来 近似 代替 e” ,那么 随 着 
项 数 的 增加 ,它们 就 越 来 越 接近 于 e* ,如 图 12-4 所 示 . 


12-4 
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例 2 将 函数 F(z)=sin z AFR HERA. 
Ж ”所 给 函数 的 各 阶 导数 为 


| (n=1,2,--), 
Am(0) 顺 序 循 环 地 取 0,1,0 еей з …) ,于 是 得 级 数 


ЕНОТ КАМЕ ИИИ 
RAF: 


. (ж+1)т 
sin| € 十 — eo—— Ме, | T 
|К„(х)| = baak < lzi o (n>). 
因此 得 展开 式 | | 
有 


以 上 将 函数 展开 成 等 级 数 的 例子 ,是 直接 按 公式 a, = /7 (90и жий 


的 系数 ,最 后 考察 余 项 R (x) 是 否 趋 于 零 . 这 种 直接 展开 的 方法 计算 量 较 大 ,而 
且 研 究 余 项 即使 在 初等 函数 中 也 不 是 一 件 容易 的 事 . 下 面 介绍 间接 展开 的 方法 ， 
这 就 是 利用 一 些 已 知 的 函数 展开 式 ,通过 罕 级 数 的 运算 (如 四 则 运算 , 逐 项 求 导 ， 
逐 项 积分 ) 以 及 变量 代 换 等 ,将 所 给 函数 展开 成 寡 级 数 .这 样 做 不 但 计算 简单 ,而 
且 可 以 避免 研究 余 项 . 


前 面 我 们 已 经 求 得 的 震级 数 展开 式 有 
e= Dr (-<д< +), G) 
sin х = У уут" (e << +e), (8) 
= 50 (-1<2<1). (9) 


利用 这 三 个 展开 式 , 可 以 求 得 许多 函数 的 短 级 数 展开 式 .例如 
对 (9) 式 两 边 从 0 到 > 积分 ,可 得 


nd+z)= D 07, "+ - > Cu z(-1<z<1l);i (10) 
对 (8) 式 两 边 求 导 , 即 得 
cs z= D) (ан (<< +), (11) 
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把 (7) 式 中 的 z 换 成 zln a ,可 得 
ba = >) ба)" Ру 
把 (9) 式 中 的 z JR z? ,可 得 
S-a” (-1<x<1); 
对 上 式 从 0 到 积分 ,可 得 | 
arctan х = 


Lari (-1<=<1). 


(т). (8). (9).(10). (11) 等 五 个 宕 级 数 展开 式 是 最 常用 的 ， 记 住 前 三 个 ， 
两 个 也 就 掌握 了 . 

下 面 再 举 几 个 用 间接 法 把 函数 展开 成 震级 数 的 例子 

例 3 把 函数 /(х)=(1- х)1п(1+ х) х Ж. 

ш 由 nates BCD (-1<z<1) 


n=l 


p r?" 


得 | Ка) а-о) с = 
| уер. > a | 
Э шз > ба | 
арн J CD ы (-1< z1). 
Ма 将 函数 sin (т). 


@ 因为 


=pleos(2-7)*sia(2-3)] 
并 且 有 | Е 
аде) 0224) = i (-®<т< +), 
кк oaee 
sa(2-3)= (2-77) ашшы 


所 以 


i ( — oo < x< + eo). 


sin х = 


例 5 将 函数 F(z)= 一 15 展开 成 (z -1) 的 等级 数 . 
解 ”因为 


= 1 Е 1 Op 
К) тараз (z+D(z+3) (1+) 203+) 


= 1 _ 1 
4(1+®} 81+221) 
而 
4(1 тст 6-0, (-1<z<3)， 
十 n=0 
= ес (-3<z<5)， 
所 以 


К) ri 2] OD (en) (-1<2<3). 
最 后 ,再 举 一 个 用 直接 法 展开 的 例子 . 
例 6 将 函数 /(z)=(1+z)” 展 开 成 z 的 等 级 数 ,其 中 m 为 任意 实数 . 
解 f(z) 的 各 阶 导 数 为 | 

Р(х) = т(1+ х)", 

Р(х) = т(т-1) (1+ 2)" 7°, 


(х) = т(т 1) (т 2): (тп +1001)" ", 


所 以 /0(0)=1,/ (0)=m, f (0) = m(m -1),.…, 
Р (0) = т(т- 1): (m -n+1), 


于 是 得 级 数 


ер „т(т-1)(т-п+1) „ 


Чы» z] 


2204 1) 2 РТР 


这 级 数 相 邻 两 项 的 系数 之 比 的 绝对 值 
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@„+\ as mon 
a, n +1 


因此 ,对 于 任何 实数 n 这 级 数 在 开 区 间 ( - 1,1) 内 收敛 ， 
为 了 避免 直接 研究 余 项 , 设 这 级 数 在 开 区 间 ( -1,1) 内 收敛 到 函数 Р(х): 


шше. 1) 2 + < + 


—] (n>), 


F(x)=1+ тх + 


т(т- 1): (т п+1) e 


т! (-1<z<l)， 
下 面 证 明 F(z)=(1+z)” (-1<x<1). 
逐 项 求 导 ,得 
本 一 1 ‚© — 1): (m — +1) 
F(z)=m|1+ + š = "ыр, 


两 边 各 乘 以 (1+z) ,并 把 含有 x”"(n =1,2,…) 的 两 项 合并 起 来 .根据 恒等式 
(m 一 1)… C ыз" (m - 1):-: (т — n) 


n 1)! n! 
= Изин п+1) (n=1,2,.…), 
可 得 
(1+x)F (zx) 
=m|1+mz+ пбн) а Шаары ы +] 
= mF(z) | (—1<х<1). 
现在 令 ф(х) = К) 


(1+ 工 )” 
于 是 (0) = Е(0) = 
(ау = О) "Е (z) m(1+ х)" F(z) 
Р (1+ x)” 
aUt) tarar ешр. 
(1+ x)” 
所 以 ф(х) = с (常数 ) .但 是 (0) =1, 从 而 р(х) 1,8 
Е(х)=(1+х)". 
因此 在 区 间 (-1,1) 内 有 展开 式 | 
m(m - 1) S + m(m 1)" -(m — n +1) 
дг s — C Rl CC 
(—1<x<1). (12) 


(1+ z)” =1+ mz + т" +. 


在 区 间 的 端点 ,展开 式 是 否 成 立 要 看 m 的 数值 而 定 . 
公式 (12) 叫 做 二 项 展开 式 .特殊 地 , 当 m 为 正 整数 时 ,级 数 为 x WJ m 次 多 
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项 式 , 这 就 是 代数 学 中 的 二 项 式 定 理 . 


对 应 于 m Е = 于 的 二 项 展开 式 分 别 为 
лаана Cite) 
< 
x= 
=] 题 12-4 


1. KAZ /(х) = cos т Ж, HIE E ER Н БеСТ ва. 
2. 将 下 列 函 数 展开 成 + B5 362838 HREF А RR SF НІХ [Н]: 


(1) sk s es 6, (2) а(а+ х) (а>0); 

(3) а"; (4) sin z; 

(5) u i (6) "е 

3. 将 下 列 函 数 展开 成 (zx — 1) ВО К, HR 2 JF A PR, ST BJ < [8]: 
(1) /<'; (2) lg =. 


4. 将 函数 f(x) = cos x 展开 成 (xz + T ARRI. 
5. 将 函数 /(z)= 二 展开 成 (x -IHRAM 


6. 将 函数 (х) = ;+ 展开 成 (x +4) Ж. 


хт +3z+2 


第 五 节 ”函数 的 震级 数 展开 式 的 应 用 


有 了 函数 的 苦 级 数 展开 式 ,就 可 用 它 来 进行 近似 计算 , 即 在 展开 式 有 效 的 区 
间 上 ,函数 值 可 以 近似 地 利用 这 个 级 数 按 精 确 度 要 求 计 算出 来 . 
例 1 计算 V240 的 近似 值 ,要求 误差 不 超过 0.000 1. 
ж 因为 
y 20 = 7243—3=3(1-4),, 
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所 以 在 二 项 展开 式 (第 四 节 (12) 式 ) 中 取 т = +, z = -A И 
У _ ИТО ИИА 
90 =3(1 5,31 52135 5313" J 


这 个 级 数 收 化 很 快 . 取 前 两 项 的 和 作为 340 的 近似 值 ,其 误差 (也 叫做 截断 
误差 ) 为 f 


| «ааа ‚1 .1 e ео ё 
1з ЗЕ Т 55.3! 311754! 3®# T ) 
4 


于 是 取 近 似 式 为 


3 
为 了 使 “四 会 五 人 ”引起 的 误差 (叫做 含 人 误 善 ) 与 截断 误差 之 和 不 超过 
10 ,计算 时 应 取 五 位 小 数 ， 然后 再 四 舍 五 人 .因此 最 后 得 
VY 240~2.992 6. 
#12 计算 In 2 的 近似 值 ,要 求 误差 不 超过 0.000 1. 
解 在 上 节 公 式 (10) 中 , 令 >=1 可 得 


Fe _ 1 Е 


如 果 取 这 级 数 前 n 项 的 和 作为 ln 2 的 近似 值 , 其 误差 为 


ў 240531 +`): 


Ө 


(борон, 为 了 保证 误差 不 超过 10“ ,就 需要 取 级 数 的 前 10 000 项 进 
行 计算 .这 样 做 计算 量 太 大 了 ,我 们 必须 用 收敛 较 快 的 级 数 来 代替 它 . 
把 上 节 公 式 (10) 
(1+)=®--+--+-- ке 
中 z 换 成 - z, 得 | 


| >, |< 


In(1 ~ x)= -х-®-Ж-Ж-. (-1<х<1), 
两 式 相 减 ,得 到 不 含有 偶 次 普 的 展开 式 


1+ = 
1 一 


= 11(1+ х2) - 1601-х) =2 р кзы б (-1<z<l). 
3 5 


ln 


| 


ООО О БЕ И ОЕ 3 2 1 1 ° 
нери 37 * ТЇ зт t 13 эз + )< it; (9) + | 
В ОЕ. СРЕ. НА 
37 |_1 4.3 “70000- 
9 
l 1 1 11 11 
于 是 取 m2=2[+ ++ 3775 3 t > sr): 
同样 地 ,考虑 到 舍 人 误差 ,计算 时 应 取 五 位 小 数 : 
1 Te 
30.33333, т АИИ 35, 
1.1 2209.000 82, 1.1 0.000 07. 
5.3077 з зт 
因此 得 ln 25=0.693 1. 


例 3 利用 sin zz- ЖЕ sin 9 的 近似 值 ,并 估计 误差 
解 首先 把 角度 化 成 弧度 ， 
9° = Я 150 x9( 弧 度 ) = zo PE) ; 


1 / x= 
从 而 sin ~ 50 ОЭ. 
其 次 估计 这 个 近似 值 的 精确 度 . 在 sin > Йй ҖЕ ЈЕ (ЖБ U 35 (8) R) rh 
$ х= 5,08 


х Liny 1/х\” 1ух\' 
sin эў = 30 - sr) +l) im) ш 
等 式 右 端 是 一 个 收敛 的 交错 级 数 , 且 各 项 的 绝对 值 单调 减少 . 取 它 的 前 两 项 之 和 
作为 sin 机 的 近似 值 , 其 误差 为 


1 

iL 

т «ат (ж) < ТЖ (0.2) < 300000: 
x 

因此 取 Ж 20.157 оо, (5) 20.000 646, 

于 是 得 sin 9°==0.156 43, 


这 时 误差 不 超过 10 5. 
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利用 竹 级 数 不 仅 可 计算 一 些 函 数值 的 近似 值 ,而 且 可 计算 一 些 定 积 分 的 近 
似 值 .具体 地 说 ,如 果 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 能 展开 成 等 级 数 , 则 把 这 个 寡 级 数 
逐 项 积分 ,用 积分 后 的 级 数 就 可 算出 定 积分 的 近似 值 . 

例 4 计算 定 积 分 


N EE 
zhe 
的 近似 值 ,要 求 误差 不 超过 0.000 L (到 二 ~0.564 19). 
解 Же ЮЖ (О (7) 1) PA r 换 成 - z? ,就 得 到 被 积 函 
ЖОЕ 32 J JF sÀ 


Cr Orr. 
1! 2 3 


- > (- 1)" 2 (-co<z<+oo). 
于 是 ,根据 宕 级 数 在 收 伍 区 间 内 逐 项 可 积 ,得 


A 
72 [3 рэ 1 х? а= 


— 1 | 一 十 > — + ... 


1 1 
к: 9-41 S 00 000 ° 


所 以 
人 | 
a ла. 
2 (z 2: 
算得 = | е dr=sz0.520 5. 
TJ0 


例 5 计算 积分 


的 近似 值 ,要 求 误差 不 超过 0.000 1. 
解 由 于 lim sa 工 =1, 因 此 所 给 积分 不 是 反常 积分 .如 果 定 义 被 积 函数 在 _ 
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z=0 处 的 值 为 1, 则 它 在 积分 区 间 [0,1] 上 连续 . 


展开 被 积 函数 ,有 
2 4 6 
SI TC _ 
зш Шы G ы SR а 


在 区 间 [0,1] 上 逐 项 积分 ,得 
| А. ы, 


т с 33! 5-51! 77! 
因为 第 四 项 的 绝对 值 

1 1 

7-71 30 000° 


所 以 取 前 三 项 的 和 作为 积分 的 近似 值 ; 


ИК! 1 
|. z dl tl 


1 ` 
算得 | sin 2.20.9461. 
0 之 


二 、 微 分 方程 的 客 级 数 解法 


这 里 ,我 们 简单 介绍 一 阶 微分 方程 和 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 窜 级 数 解法 . 
为 求 一 阶 微分 方程 


ЧУ = f(x,y) (1) 
满足 初始 条 件 y|... = уо 的 特 解 ,如 果 其 中 函数 (х,у) (х - хо). (у-у) 
的 多 项 式 
(zyy)=ao+aio(z 一 rzo)+ao(y 一 yo) 二 … 十 
а„ (== х0): (у- y)". 

那么 可 以 设 所 求 特 解 可 展开 为 z- ze WRAK: 

y=y табата) talr z) t= +a, (e= r) 二 (2) 
其 中 a, ,a,,… ,a,，… 是 待定 的 系数 .把 (2) 代 人 (1) 中 , 便 得 一 恒等式 ,比较 所 得 
恒等式 两 端 zx- ze 的 同 次 宪 的 系数 ,就 可 定 出 常数 cl ,a,,…, 以 这 些 常数 为 系 
数 的 级 数 (2) 在 其 收敛 区 间 内 就 是 方程 (1) 满 足 初 始 条 件 y|... = уо 的 特 解 . 


例 6 Ж r+ WE ?| .= 0 的 特 解 
解 这 时 Zzo=0,yo=0, 故 设 


= 2 3 4 5 
у=аух+а,® +азух +a,x +а;х 十 …， 
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把 y K y 的 寡 级 数 展开 式 代 入 原 方程 ,得 
а, + 2а, х + Зазх + 4а, х? + 5аух* + 
ласа О Г Т, 
=х+а? х? +2a arr’ + (а; rade Assey 


上 式 为 恒等式 ,比较 上 式 两 端 z HAKR Ж ЖК, 48 


а =0.4,= 1,а3=0,а,=0,а; =, 
РАВОК fg BJ 3 2 Ж ЛЕЛЕ sÑ К) JF t ЛО 
у= а? + ул +. 
关于 二 阶 齐 次 线性 方程 
| у +Р(х)у + Ө(х)у=0 (3) 
РОКИ АО, СОК — УЕ: 
定理 ”如 果 方 程 (3) 中 的 系数 P(z) 与 Q(z) 可 在 -R<z<R 内 展开 为 zx 
HRA, BE Z # - R< x< R 内 方程 (3) 必 有 形 如 


у= > а„х" 
的 解 . 
这 定理 的 证 明 从 略 . 
例 7 求 微分 方程 
y ху=0 
满足 初始 条 件 ne 
yl.- =0, y |.-o=1 
的 特 解 ， 
解 ХИ Р(х) =0,0(х) = -zz 在 整个 数 轴 上 满足 定理 的 条 件 .因此 所 求 
的 解 可 在 整个 数 轴 上 展开 成 > ЮЖ 


ñ у= а,+ајх+а, х? ++ а„х" ++ = S ал". (4) 
TJ | 
由 条 件 yla =0, ao =0, 对 级 数 (4) 逐 项 求 导 , 有 
ў =a, + 2a, z + 3a, z? + же па„х"С\ ЕР > пах"; 


ШЖ уо = 1, а, =1. 于 是 所 求 特 解 y 及 y 的 展开 式 成 为 


y= 工 十 aaz tasr + +a," + = xr+ > а,х", (5) 
n=2 

y =1+2а,х+3аух%* + + nax" +e = 1+ У! па,х"`'. (6) 
| =? 


‚ 290 - 


对 级 数 (6) 逐 项 求 导 ,得 
y = 2а, +3:2а;т +: + п(п –- 1)а, х"? +. = У п(п-1)а,х"°. (7) 


把 (5) 和 (7) 代 入 所 给 方程 ,并 按 z HARRI, 
2a, +3*2аух + (4*За„—1)х° + (5:4а; — a, )z° + 
(6'5a, —a,)z'+--- + [(п +2) (а +1)а„.›—а„-у]х" + =0. 


因为 上 式 是 恒等式 ,所 以 上 式 左 端 各 项 的 系数 必 全 为 零 , 于 是 有 


а, =#0,ау=0,а,=дз›аз =0,a =0,., 


一 般 的 
а„-\ 
Qn+2 (п +2)(n +1) (n=3,4, ) 
从 这 递 推 公式 可 以 推 得 
_ a: _ 1 йв _ 
219.6 9:6-4:3'9 5 Ту Юй a h 
= аз = 1 ... 
ао 10.9 0:927:5-4:3' 
一 般 的 аз„-1 a,, = 0, 
harmad 1 4 ре) ... 
ЕГЕТНЕ 
于 是 所 求 的 特 解 为 
Е х х’ x”? ... 
YT ++ гб 3  10:0.7.6:4:3 | + 
до! ЕТТ 
Gm + 1)3т-10:9:7:6-4:3 
三 、 欧 拉 公 式 
设 有 复数 项 级 数 为 
(и, +їт,)+(и,+їт,) + + (au, +iv,)+., | (8) 
其 中 ,wv, (n=1,2,3,…) 为 实 常数 或 实 函 数 .如 果实 部 所 成 的 级 数 
u, tu, t'e tu, + (9) 
KAFA и, ЕНТ Н) 24 #0 
| vt v, ++ + toe (10) 
KAFA o ЙА (ВКНМ u +iv. 
如 果 级 数 (8) 各 项 的 模 所 构成 的 级 数 
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ИК, , 则 称 级 数 (8) 绝 对 收 伍 .如 果 级 数 (8) 绝 对 收 和 伍 ,由 于 | 
lu «у и? + о, lu | «уи о, (n=1,2,3,.…), 
那么 级 数 (9),(10) 绝 对 收敛 ,从 而 级 数 (8) 收 敛 . 
: 1 


1+ z+ +: ЫЫ фы . (z=x+tiy). (11) 


可 以 证 明 级 数 (11) 在 整个 复 平 面 上 是 绝对 收敛 的 .在 zx 轴 上 (z=z) 它 表示 指 
数 函 数 е^ ,在 整个 复 平 面 上 我 们 用 它 来 定义 复 变 量 指数 函数 , 记 作 е. РЕ е" 
定义 为 

1 


Fajra A ran нЕ, (Iz | <=). (12) 
2! n! | 


Щщ х= 08}, = сен iy， 
=l+iy+sr PT (y) ts ТУ) + “t Gy)" же 


_ КЫЫ | 2 i 1 4, 1 E 3 

= |+1у 51 Жүр +» PESTI 

ЖУ ТН КОЛЫ EE SERON КО ЖО ЧЕ rl s.s. + 
; ЫЫ ыш 
= соз y+i sin y. | 


把 y 换 写 为 z, 上 式 变 为 


е = cos х + i sin 2, | (13) 
这 就 是 欧 拉 (Euler) 公 式 . 
应 用 公式 (13) ,复数 x 可 以 表示 为 指数 形式 ， 
2 = р(соѕ 0 + í sin 0) = pe” > (14) 


其 中 o=1z| 是 z 的 模 ,0= агы z 是 z 的 辐 角 (图 12 -5). 
在 (13) 式 中 把 r 换 成 -xz, 又 有 
ei = cos z —i sin xz. 


与 (13) 相 加 、 相 减 ,得 


e +e 
` {Cos + = 5 , 
ir -ir (15) 
sin z = Š 57 Й 12-5 


这 两 个 式 子 也 叫做 欧 拉 公式 .(13) 式 或 (15) 式 揭示 了 三 角 函 数 与 复 变量 指数 函 
数 之 间 的 一 种 联系 . 
最 后 ,根据 定义 式 (12)， 并 利用 智 级 数 的 弱 法 ， 我 们 不 难 验证 
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ей‘ =е' еб, 
特殊 地 , 取 z, 为 实数 z, zx: 为 纯 虚 数 iy, 则 有 


e e**e”=e*"(cos y+isin y). 


这 就 是 说 , 复 变量 指数 函数 se: 在 x=z+iy 处 的 值 是 模 为 e" . 辐 角 为 y 的 复数 . 
习 题 12-5 


1. 利用 函数 的 等 级 数 展开 式 求 下 列 各 数 的 近似 值 : 
(1) In 3( 误 差 不 超 过 0.000 1); 
(2) Ye( 误 差 不 超 过 0.001); 
(3) V522( 误 差 不 超 过 0.000 01); 
‚ (4) cos 2 (误差 不 超过 0.000 1). 
2. 利用 被 积 函 数 的 竹 级 数 展 开 式 求 下 列 定 积分 的 近似 值 : 


(1) É [dz( 误 差 不 超 过 0. 000 1); 


(2) |” een za, (误差 不 超过 0.001). 
1 3. 试用 丢 级 数 求 下 列 各 微分 方程 的 解 : 
(()у-ху-х=1; 
(2) y + zy + y=0; 
(3) (1- х)у = х? – y. 
4. 试用 宪 级 数 求 下 列 方 程 满足 所 给 初始 条 件 的 特 解 ; 
(1) y = +х° уа 4 
(2) (1- х)у + у= 1+ =2,у|,-0 = 0. 
5. НЕКУ РИ е cos + RFE + Ж. 


"Бучар KATRA — t IX SX PE А 
一 致 收敛 级 数 的 基本 性 质 


一 、 项 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 


我们 知道 ,有 限 个 连续 函数 的 和 仍然 是 连续 函数 ,有 限 个 函数 的 和 的 导数 及 

积分 也 分 别 等 于 它们 的 导数 及 积分 的 和 .但 是 对 于 无 穷 多 个 函数 的 和 是 否 也 具 

有 这 些 性 质 昵 ? 换 句 话说 ,无 穷 多 个 连续 函数 的 和 s(z) 是 否 仍然 是 连续 函数 ? 

无 穷 多 个 函数 的 导数 及 积分 的 和 是 否 仍然 分 别 等 于 它们 的 和 函数 的 导数 及 积分 
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呢 ? 我 们 曾经 指出 ,对 于 竹 级 数 来 说 ,回答 是 肯定 的 .但 是 ,对 于 一 般 的 函数 项 级 
数 是 否 都 是 如 此 呢 ? 下 面 来 看 一 个 例子 . 
例 1 函数 项 级 数 
r+(z2-—-x)+(z)- z2)+- t (z" — zl) + + ' 
的 每 一 _ 项 都 在 [0， 1] 上 连续 ,其 前 n 项 之 和 为 ;, (<) = >" ,因此 和 函数 为 
бейлин йе було ке 
ne 1, х=]. 
这 和 函数 s(z) 在 z=1 处 间断 .由 此 可 见 ,函数 项 级 数 的 每 一 项 在 [a b] ЕЖ 
续 , 并 且 级 数 在 [a,b] 上 收敛 ,其 和 函数 不 一 定 在 [a,b] 上 连续 .也 可 以 举 出 这 
样 的 例子 ,函数 项 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 积分 所 成 的 级 数 的 和 并 不 等 于 它们 的 
和 函数 的 导数 及 积分 .这 就 提出 了 这 样 一 个 问题 :对 什么 级 数 , 能 够 从 级 数 每 一 
项 的 连续 性 得 出 它 的 和 函数 的 连续 性 ,从 级 数 的 每 一 项 的 导数 及 积分 所 成 的 级 
数 之 和 得 出 原来 级 数 的 和 函数 的 导数 及 积分 呢 ? 要 回答 这 个 问题 ,就 需要 引入 
下 面 的 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 概念 ， 
设 函 数 项 级 数 
и, (2) + и, (хуви (ж) + 


在 区 间 1 上 收敛 于 和 s(x). 也 就 是 对 于 区 间 1 上 的 每 一 个 值 z, , 数 项 级 数 


оо 


У) и, (2) ӨР s(xzo), 即 级 数 的 部 分 和 所 成 的 数列 


n=l 
| s, (хо) = > и,(х„)—>5(х) (7 一 oo). 
按 数 列 极限 的 定义 ,对 于 任意 给 定 的 正 数 es 以 及 区 间 I 上 的 每 一 个 值 x, ,都 存在 
着 一 个 正 整数 NN ,使 得 当 n>N 时 ,有 不 等 式 
|s(zo)—s, (za)| <e, 

即 zol=| >; Са) (<. 
这 个 数 N 一 般 说 来 不 仅 依赖 于 e, 而 且 也 依赖 于 ze ,我 们 记 它 为 N(xzo,e). 如 
果 对 于 某 一 函数 项 级 数 能 够 找到 这 样 一 个 正 整 数 N , 它 只 依赖 于 而 不 依赖 于 
хе ,也 就 是 对 区 间 了 上 的 每 一 个 值 ro 都 能 适用 的 N(e), 对 这 类 级 数 我 们 给 一 
个 特殊 的 名 称 以 区 别 于 一 般 的 收敛 级 数 , 这 就 是 下 面 的 一 致 收敛 的 定义 . 

定义 “ 设 有 函数 项 级 数 D) u (x). 如 果 对 于 任意 给 定 的 正 数 。 ,都 存在 着 
一 个 只 依赖 于 є WEAN, EBY n> N: 时 ,对 区 间 I 上 的 一 切 zx ,都 有 不 等 


Ir,(z)|=|s(z) -s(xz)|<e 


г ПД У u, (x) 在 区 间 I 上 一 致 收效 于 和 *(z) ,也 称 函 数 序 
Iis (ERA 了 上 一 致 收 伍 于 *(z). | 
以 上 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 定义 在 几何 上 可 解释 为 :只 要 n 充分 大 (n> 
N) ,在 区 间 I 上 所 有 曲线 y<= s, (xz) 将 位 于 曲线 
y=s(z)+e 


与 y=s(x)-e 
之 间 ( 图 12-6). 


例 2 研究 级 数 

1 1 1 1 1 | 

т (ен) (ат) 

在 区 间 [0, + co ) 上 的 一 致 收敛 性 . 
解 级 数 的 前 ”项 和 s,(z)= 


一 ,因此 级 数 的 和 


хі 
(х) = lim s, (х) = lim =0 (0<<x< +œ). 


于 是 , 余 项 的 绝对 值 ”- 
[г„(х)| =|5(х)—„(х)| = 


r+n 


1 
r+n 


<L (0<z< +). 


对 于 任 给 。>0, 取 自 正 整 数 N 之 二 , 则 当 n>N 时 ,对 于 区 间 [0, + oo ) 上 的 一 切 


工 , 有 
[г„(ж)]<є.. | 
根据 定义 ,所 给 级 数 在 区 间 [0, + cc) 上 一 致 收敛 于 s(<)==0. 
例 3 研究 例 1 中 的 级 数 
es E us sp кү ус 
在 区 间 (0,1) 内 的 一 致 收敛 性 . 
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解 这 级 数 在 区 间 (0,1) 内 处 处 收敛 于 和 5(х)==0,{Н ЖЛ — IK Sk. 515 


上 ,这 个 级 数 的 部 分 和 s(xz) = xz, 对 于 任意 一 个 正 整数 n, M z= TA | 


1 


з„(х„)=л„=-у» 
但 s(z,)=0, 从 而 


|г„(х„)| =[|з(х„)—з„(х„)| = 


所 以 ,只 要 取 e<, Rib ”多么 大 ,在 (0,1) 内 总 存在 这 样 的 点 z, ,使 得 


|r,(z,)|1>e, 因 此 所 给 级 数 在 (0,1) 内 不 一 致 收敛 .这 表明 虽然 函数 序列 
з, (х) = x" (О, І) РААК 5(х)==0,{Н s,( 工 ) 在 (0,1) 内 各 点 处 收敛 于 零 
的 “快慢 "程度 是 不 一 致 的 ,从 图 12-7 中 我 们 也 可 以 看 出 这 一 情形 . 
可 是 对 于 任意 正 数 ><1, 这 级 数 在 [0, е] Е 
一 致 收敛 .这 是 因为 当 z=0 时 ,显然 
|r,(z)|= 2" <; 


当 0<z 委 r 时 ,要 使 z" < s (AA fp i e<1), RE 
nln z<ln e 或 n> 全 ,而 办 5 在 (0,r] 上 的 最 
nz ln х 


KEARE , 故 取 正 整数 NSPE MH x > N 
n nr 


时 ,对 [0,r] 上 的 一 切 z 都 有 zx"<e. 
上 述 例 子 也 说 明 了 一 致 收 全 性 与 所 讨论 的 12-7 
区 间 有 关 . 以 上 两 例 都 是 直接 根据 定义 来 判定 级 
数 的 一 致 收敛 性 的 ,现在 介绍 一 个 在 实用 上 较 方便 的 判别 法 . 
定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 判别 法 ) 如 果 范 数 项 级 数 2: и„(х)# 
каг 上 满足 条 件 ， 
(1) |u, (z)| 委 a， (n=1,2,3,); 


(2) 正 项 级 数 > a, Шй, 


则 函数 项 级 数 SI u, (DERN I 上 一 致 收敛 ， 


证 由 条 件 (2), 对 任意 给 定 的 e>0, 根 据 柯 西 审 敛 原理 (第 一 节 第 三 目 ) 存 
在 正 整 数 N ,使 得 当 > N 时 ,对 任意 的 正 整数 p ,都 有 
@ ут EQ S ЖОЕ йуз 
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由 条 件 (1) ,对 任何 zET, 都 有 | 
lu,a(z)+ и„.;(хж)+ ++ и„,„(х)| 


шу (z)| t е, (хә) а(х) 
<a 


令 p— oo, Дн ER 


Е 
п+2 + ss + anp <> 


+a 7? 


n+l 


|[r,(z2)|<><=e. 


因此 函数 项 级 数 > ws(z) 在 区 间 了 上 一 致 收 全 
例 4 证 明 级 数 
ч кшш шуы йт 
. 证 因为 在 (- оо, + оо) р 


зала, (я=1,2,3,+), 


” 


而 D ka, B BAK РЕВ ВИЗА BA BOBE C- =, + m) 内 一 致 收 
А O ` | | | 


二 、 一 致 收敛 级 数 的 基本 性 质 


一 致 收敛 级 数 有 如 下 基本 性 质 . 
定理 1 如 果 级 数 У) u, (z) 的 各 项 u, (x) 在 区 间 [a,b] 上 都 连续 ,上 且 


со 


У) и, (х) #1 8а, Б) В 50) W *(z) 在 [a,b] 上 也 连续 . 
证 设 zo,x Ala bl HERTA MER 


s(z=)=s,(=)+r,(z), з(х„) = S, (хь) + r, (zo) 


|$(ж)—5(ж„)| = |s, (=) – ss (хо) tr, (х) г„(х)] 
< 和 ls(z)-s(zo)l+lr(z)1+lr(zol 0) 
因为 级 数 3 u, (с) BKF *(z), 所 以 对 任意 给 定 的 正 数 。, 必 有 正 整数 


N= N(e) ,使 得 当 n>N 时 ,对 [a ,0] 上 的 一 切 二 ,都 有 
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TOLT о) 


当然 ,也 有 |r,(zo)1< 王 . 选 定 满足 大 于 N 的 ”之 后 ,s,(z) 是 有 限 项 连续 函数 

之 和 , 故 s (z) 在 点 z 连续 ,从 而 必 有 一 个 6>0 存在 , 当 |x -х,1<5 8, 9 
A TE 

ls (2) = s,(z4)] <>. (3) 


由 (1)、(2)、(3) 式 可 见 , 对 任 给 e>0, 必 有 5>0, 当 |zx -zrol<5 时 ,有 
|s(z)-s(zo)|l<e. 
所 以 s( 工 ) 在 点 2% 处 连续 ,而 To 在 [a ,b] 上 是 任意 的 ,因此 s(xz)Œla, b] EŻ 


定理 2 如果 级 数 Yu (z) 的 各 项 w (z) 在 区 间 [a,b] 上 连续 , 且 


Du, (z) 在 [a,5] 上 一 致 收 化 于 s(x), 则 级 数 S p (otla b] ETMEN 
积分 , 即 
|. s(z)dz = | u (х)ӣх + | u,(z)dz +++ |; 


xp zp Ы! To 


其 中 o 委 ro< zx 委 0 ,并且 上 式 右 端的 级 数 在 [a ,2] 上 也 一 致 收 笋 . 


и„(х)ах +, (4) 


证 “因为 级 数 У и, (х) Га ,6] 上 一 致 收敛 ,由 定理 1,s(z),r,(z) 者 在 


[a ,5] 上 连续 ,所 以 积分 | 5(х)ах, | г„(х)ат 存在 ,从 而 有 


| 


0 


| s(z)dz — | з„(х)йх | = "dr |< f’ lr, (а) 142. 


+, 0 х0 


又 由 级 数 的 一 致 收敛 性 ,对 任 给 正 数 。, 必 有 N = N (e), {Mn N 时 ,对 
[a,5] 上 的 一 切 z ,都 有 | | 


Е 


[r,(z)| <—- 


FE, n>N 时 有 
| s(z)dz- | 5, (х)ах 


to 20 


<f |, (z)|dz<; — ‘(zx- z) Se. 
х0 Ta 


根据 极限 的 定义 ,有 | 
| s(z)dz= ва s,(z)dz= lim 5; |° и,(х)ӣх, 


To 
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即 | з(х)ах = > [ и, (х)ах. 


由 于 N 只 依赖 于 e 而 与 zo ,zx 无 关 ,所 以 级 数 >，| а, (z)dz 在 [a,5] 上 一 致 
кй. 


定理 3 MRAM S u,(z) 在 区 间 [a,5] 上 收敛 于 和 s(x), 它 的 各 项 
ww,(z) 都 具有 连续 导数 u, (2) ,并 且 级 数 D) u(x) 在 [a,6] 上 一 致 收 化 , 则 级 


数 D u,(z) 在 [a,5] 上 也 一 致 收 化 , 且 可 未 项 求 导 , 即 


С) шу Ск) жа Св) (2) +. (5) 


üE EBR). НР У) и, (z) 在 [a,5] 上 一 致 收敛 , 设 其 和 为 p(z)， 
即 >] и, (х) = gp(z), 欲 证 (5) 只 需 证 p(z) = (г) Т. 


根据 定理 1 知 ,p(z) 在 [a,b] 上 连续 ,根据 定理 2, 级 数 了) wu, (z) 可 逐 项 
积分 , 故 有 


| 2p(z)dz= > | и! (z)dz= Б [и„(ж)—- и„(х„)]., 


со co 


而 У) и. (х) = (х), >, и, (хо) = (х0), 
故 >; Lu, (=) – и, (20) ]= (2) - (хь), 
从 而 有 | ф(х)4х=(х)—(х), 


其 中 e 委 zuo<z 委 0. 上 式 两 端 求 时 , 即 得 关系 式 
p(z)=s (xz). 


再 证 级 数 > и, Сх) а, Б) Е Восе. 


根据 定理 2, 级 数 >) | u, (z)dz Ela b] Е ВЯ m 


п= 1 


>i. и, (х)ах = >, и„(х)-—- > u, (zo), 
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所 以 > и„(х)= | и, (x)dx + > u, (xo), 


由 此 即 得 所 要 证 的 结论 ， 
必须 注意 ,级 数 一 致 收敛 并 不 能 保证 可 以 逐 项 求 导 . 例 如 ,在 例 4 中 我 们 已 
证 明了 级 数 
sin х sin ж... ‚п п°х 


у Ды ЖЛЕ ЖОК 


在 任何 区 间 [ а, 5] 上 都 是 一 一 致 收敛 的 ， 但 逐 项 求 导 后 的 级 数 
cos х + cos 2 并 十 十 cos пх +: 
其 一 般 项 不 趋 于 零 ,所 以 对 任意 值 > 都 是 发 散 的 ， 因此 原 级 数 不 可 以 到 项 求 导 - 
下 面 我 们 来 讨论 短 级 数 的 一 致 收 合 性 ， 


定理 4 DREAM D) аг 的 收敛 半径 为 R>0, 则 此 级 数 在 (一 R,R) 内 
的 任 一 闭 区 间 [a ,5b5] 上 一 muk 8. 
证 记 r=maxfla|,|165||, 则 对 [a,65j 上 的 一 LH z, 都 有 
|[а,х"1«|а," | (n=0,1,2,.…), 
而 0< -<R ,根据 第 三 节 定理 1 级 数 D) a,r AK, HARAR 
法 即 得 所 要 证 的 结论 . 


进一步 还 可 证 明 ,如 果 宪 级 数 oz 在 收敛 区 间 的 端点 收敛 , 则 一 致 收 


但 的 区 间 可 扩大 到 包含 端点 ， 

下 面 我 们 来 证 明 在 第 三 节 中 指出 的 关于 寡 级 数 在 其 收敛 区 间 内 的 和 函数 的 
连续 性 、 逐 项 可 导 、 逐 项 可 积 的 结论 . 

关于 和 函数 的 连续 性 及 逐 项 可 积 的 结论 ,由 定理 4 和 定理 1、2 立即 可 得 . 关 
于 逐 项 可 导 的 结论 ,我 们 重新 叙述 成 如 下 定理 并 给 出 证 明 . 


定理 5 n SE Y > а„х" 的 收 伊 半径 为 R >0, 则 其 和 函数 *(z) 在 
(-R, PATS, 且 有 逐 项 求 导 公式 


s (x)= (S aa ) = У ла,х"`', 
ЖД S JS PH 93 Z: BJ 38 28 š$ SARR A Б] BS r Sk 3 ta. 
i ШЕ ” 先 证 级 数 > na, x" 在 (一 R,R) 内 收敛 . 
EO R, POWERD r EBE r ,使 得 1z1< zi<R. 记 9= 121<1, 
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则 


n-d n-1 
|ла„х |= n 


“hz ЕЕ yel | 
x, n 1 q fi =] 9 


由 比值 审 化 法 可 知 级 数 > паек, FE 


па '—>0 (n>), 
KAJN n 1 有 界 , 必 有 MM >>0, 使 得 


ng 二 M (п=1,2,:--:). 


Х 0< х, <Б, У |а„х\ Пе, НГО НОЕ В У) пал"! 
收敛 
由 定理 4, 级 数 S nar EC- R, RARE- AKA La, b] E-B 


% ОГ. > ал" 在 [a,b] 上 适合 定理 3 条 件 ,从 而 可 逐 项 求 导 . 再 由 


[а, bj 在 (一 RR， R) 内 的 任意 性 ， DERI Sa, 在 (一 R,R) 内 可 逐 项 求 
导 . 


ИЖ 2, пах" 的 收敛 半径 为 R .上 面 已 证 得 R<R ЖОЕ 


[0,z](1z1< R”) Ет ШАШ У) ал" F ZNR Pr 48 94 3 09 Ik ЖР Ж 


nal 


不 会 缩小 ， 所 以 RZR， 于 是 R'= .定理 5 证 毕 . 
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1, 已 知 应 数 序列 s(x)=sin 宇 (n=1,2,3,…) 在 (一 ,+ о) БР 0, 
(1) 问 N(e,z) 取 多 大 ,能 使 当 n>N 时 ,s, (zx) 与 其 极限 之 差 的 绝对 值 小 于 正 数 e; 
‚ (2) ŒH s. (xz) 在 任 一 а 6] 上 一 致 收敛. 


2. 已 知 级 数 >° + отуи? … 在 (- о, + о) Egt. 


(1) 求 出 该 级 数 的 和 ; 
(2) 18 Nte,z) 取 多 大 ,能 使 当 n>N 时 ,级 数 的 余 项 r, 的 绝对 值 小 于 正 数 e; 
(з) 分 别 讨论 级 数 在 区 间 [0,1] ,| 二 ,1 ] 上 的 一 致 收 全 性 . 
3. 按 定义 讨论 下 列 级 数 在 所 给 区 间 上 的 一 致 收 化 性; 
° 301 > 


< п-1 2? £ до БӨЗ 
а) 2, (-1) q: лу? <r< +0; 
(2) У (1-z)z",0<zr<1. 
4. МИЖИТ ТУНЕЦ ЕИ ЖЕЕ 


(1) 5 == SD _ co <r< +o; 


о) 57 28 sin лт ，- oo<z< +оо; 


(3) s me” 0Kr<+%,; 
nel ° 
909: е” I 

(4) 2, Г, [|х|<10; 


(5) >) сйс), 0<2< +e. 


第 七 节 储 里 叶 级 数 


“从 本 节 开 始 ,我 们 讨论 由 三 角 函 数组 成 的 函数 项 级 数 , 即 所 谓 三 角 级 数 ,着 
重 研究 如 何 把 函数 展开 成 三 角 级 数 ， 


一 、 三 角 级 数 ”三 角 画 数 系 的 正 交 性 


在 第 一 章 中 ,我 们 介绍 过 周期 函数 的 概念 ,周期 函数 反映 了 客观 世界 中 的 周 
期 运动 . | и 
IE 3% Ха — #h Л, If ña 5 AS ЈАТ ЙЯ РЁ ЖК. IP| HI Ha ЭЕ ТАГИ Ta 31 НО РА 3⁄ 
у= Азіп( wt +o) 


就 是 一 个 以 < 为 周期 的 正弦 函数 .其 中 y 表示 动 点 的 位 置 ,+ 表示 时 间 ,A 为 振 


, IARR, p 为 初 相 . 

在 实际 器 题 中 ,除了 正弦 函数 外 ， ежа нання, 它们 反 
映 了 较 复 杂 的 周期 运动 . 如 电子 技术 中 常用 的 周期 为 T СЕ 12 — 8) ,就 
是 一 个 非 正弦 周期 函数 的 例子 . 

如 何 深入 研究 非 正 弦 周 期 函数 呢 ? 联系 到 前 面 介绍 过 的 用 函数 的 震级 数 展 
开 式 表示 与 讨论 函数 ， 我 们 也 想 将 周期 函数 展开 成 由 简单 的 周期 函数 例如 三 角 


函数 组 成 的 级 数 .具体 地 说 ， 将 周期 为 i> 2) fh A E — 系列 以 工 为 周 
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期 的 正弦 函数 4 .sin( not + p, ) 组 成 的 级 数 来 表示 , 记 为 


ТЕГ (1) 


其 中 A ,A, ,9,(n=1,2,3,…) 都 是 常数 . 

将 周期 函数 按 上 述 方式 展开 , 它 的 物理 意义 是 很 明确 的 ,这 就 是 把 一 个 比较 
复杂 的 周期 运动 看 成 是 许多 不 同 频 率 的 简 谐振 动 的 全 加 . 在 电工 学 上 ,这 种 展开 
称 为 谐 波 分 析 . 其 中 常数 项 Au 称 为 f(1) 的 直流 分 量 ; А үзїп( ot + p; ) 称 为 一 次 
谐 波 (又 叫做 基 波 ) ;而 А, зіп(207 + ф,), Assin(3 + P) RUA E, 
三 次 谐 波 ,等 等 . 

为 了 以 后 讨论 方便 起 见 ,我们 将 正弦 函数 A,sin( лог + g, ) 按 三 角 公式 变 
É ,得 


A,sin(nwt + 9,)= Asin pcos not + A, cos 9, зіп net, 


并 且 令 $> = А,, a, = A,sin Pn sba = A,cos Ф, „o= (8 T= 21), (1)5K Ж? 


的 级 数 就 可 以 改写 为 
| + > (а, cos пт b, зіп m=). f (2) 
形 如 (2) 式 的 级 数 叫做 三 角 级 数 , 其 中 ау,а„,б„(\п = 二 1,2,3,…) 都 是 常数 . 


7 = Z,(2) 式 成 为 


> °+ > (а„соз пх + b, sin пх), (3) 


这 就 把 以 2! 为 周期 的 三 角 级 数 转换 成 以 2х 为 周期 的 三 角 级 数 . 

下 面 我 们 讨论 以 2x 为 周期 的 三 角 级 数 (3). 

如 同 讨论 答 级 数 时 一 样 ,我 们 必须 讨论 三 角 级 数 (3) 的 收敛 问题 ,以 及 给 定 
周期 为 2x 的 周期 函数 如 何 把 它 展开 成 三 角 级 数 (3). 为 此 ,我 们 首先 介绍 三 角 函 
数 系 的 正 交 性 . 

Pr W = ft PS $X Ж 
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l,cos х,ѕіп z,cos 2x ,sin 2х,°',сО5 nz Sin пл, (4) 
在 区 间 [ -x,xj 上 正 交 ,就 是 指 在 三 角 函 数 系 (4) 中 任何 不 同 的 两 个 函数 的 乘积 
在 区 间 [ 一 x,x] 上 的 积分 等 于 零 , 即 


| cos пх dr=0 Ce 

| sin nz dz=0 (л=1,2,3,+), 

| sm kz cos nzdr=0 (k,n=1,2,3,.…), 

p cos kx cos nedz = 0 (k,n =1,2,3,"-,&%п), 


|. sin kx sin nedz =0 (kË, ,n=1,2,3,: kÆn). 


以 上 等 式 ,都 可 以 通过 计算 定 积分 来 验证 , 现 将 第 四 式 验证 如 下 . 
利用 三 角 函 数 中 积 化 和 差 的 公子 | 
. Cos kx cos nz =L [cos(& + п) х + cos( Ë 2 mak 
当 & 关 n 时 ,有 
| cos kx cos лхёх = 


` [cos( Ë + п) х Р -п)х)х 


2 
s +п)=х 
2 


см! 
ktn k-n g 
=0 (k,n=1,2,3,,kÆn). 


其 余 等 式 请 读者 自行 验证 . 


在 三 角 函 数 系 (4) 中 ， 两 个 相同 函数 的 乘积 在 区 间 [ — x, 4] 上 的 积分 不 等 于 
零 В] 


| 12dz = = 


| sin nrdr = п, |. co2nrdr=x (n=1,2,3.…). 


= ananassa 


са сов вийаш, 上 能 展 开 成 角 级 数 : 
f(z)= + S; (ао ked Sa х). I (5) 


我 们 自然 要 问 :系数 a6 ,al ,bl，: .与 函数 f(x) 之 间 存 在 着 怎样 的 关系 ? 换 句 话 
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说 ,如 何 利用 f(z) 把 ao ,a ,6b1,… 表 达 出 来 ? 为 此 ,我们 进一步 假设 (5) 式 右 端 
的 级 数 可 以 逐 项 积分 . -E | 

БЖ as ISRA — x 到 积分 ,由 于 假设 (5) 式 右 端 级 数 可 逐 项 积分 , 因 
此 有 


|: f(z=)dx = E Sdr + > [af cos kzdz + b, | sin Атах |: 
根据 三 角 函 数 系 (4) 的 正 交 性 ,等 式 右 端 除 第 一 项 外 ,其 余 各 项 均 为 零 ,所 以 
Е |. F(z)dz= 字 .2r， 
于 是 得 
a= L |. /(\х)аз.. 
其 次 求 a, .用 cos nz 乘 (5) 式 两 端 , 再 从 一 r 到 x 积分 ,我 们 得 到 
f /(х)соз nrdx 


a x = x ' л . 
-5 | РРР Е" > [af cos kr cos nrdz + b | sin kx cos nzdz |. 
-x = | Б: 


Н (4) ТЕЗЕ, З Е = n 的 一 项 外 ,其 余 各 项 均 为 零 ,所 
区 


|. /(хж)соз пхйх = a, [ cos пхах = а, к, 
于 是 得 
a, = 元 | Р(х)соѕ nrdr (n=1,2,3,.%). 


x 


类 似 地 ,用 sin nz 乘 (5) 式 的 两 端 ,再 从 一 x BJ z RA, n[ 48 
= |. zi)sin пхах (n=1,2,3,.…). 


由 于 当 n=0 时 ,a, 的 表达 式 正 好 给 出 ao, 因此 ,已 得 结果 可 以 合并 写成 


а, = f(=)cos nzdz (n=0,1.,2,3,.…), 


| (6) 
= |. f(z)sin пхах (п=1,2,3,). 
如 果 公式 (6) 中 的 积分 都 存在 ,这 时 它们 定 出 的 系数 cu за, ,6 ,… 叫 做 函数 
f(x) 的 储 里 叶 (Fourier) 系 数 ,将 这 些 系 数 代入 (5) 式 右 端 ,所 得 的 三 角 级 数 
ав 
Е 
叫做 函数 Ох) И ЕЕ. 


+ БӘ (а„соз пх + b sin пх) 
=] 
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一 个 定义 在 (- co, + co) 上 周期 为 2r 的 函数 F(z) ,如 果 它 在 一 个 周期 上 可 
积 , 则 一 定 可 以 作出 f(z) 的 健 里 叶 级 数 .然而 ,函数 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 是 否 一 
EKR? 如 果 它 收敛 , 它 是 否 一 定 收敛 于 函数 /(х)? 一 般 说 来 ,这 两 个 问题 的 
答案 都 不 是 肯定 的 .那么 , f(z) 在 怎样 的 条 件 下 , 它 的 健 里 叶 级 数 不 仅 收敛 ,而 
АШТ f(r)? 也 就 是 说 , f(z) 满足 什么 条 件 可 以 展开 成 传 里 叶 级 数 ? 这 是 
我 们 面临 的 一 个 基本 问题 . 

下 面 我 们 叙述 一 个 收敛 定理 (不 加 证 明 ), 它 给 出 关于 上 述 问题 的 一 个 重要 
结论 . 

定理 (收敛 定理 , 狄 利克 雷 (Dirichlet) 充 分 条 件 ) 设 f(x) 是 周期 为 2x 的 
周期 函数 ,如 果 它 满足 : 

(1) 在 一 个 周期 内 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 

(2) 在 一 个 周期 内 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 ， 
则 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 收敛 ,并 且 

当 x 是 f(z) 的 连续 点 时 ,级 数 收 钱 于 far); 

当 z 是 F(z) 的 间断 点 时 ,级 数 收敛 于 


于 LA(z- )+(z*)]， 
收敛 定理 告诉 我 们 :只 要 函数 在 [ - x,x] 上 至 多 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ,并 
且 不 作 无 限 次 振动 ,函数 的 傅 里 叶 级 数 在 连续 点 处 就 收敛 于 该 点 的 函数 值 , 在 间 


断 点 处 收敛 于 该 点 左 极限 与 右 极限 的 算术 平均 值 .可 见 ,函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 
的 条 件 比 展开 成 竹 级 数 的 条 件 低 得 多 . 记 


= |х\/(х)=-у1/б^) + f(z )] 8 
在 C 上 就 成 立 f(z) 的 健 里 叶 级 数 展开 式 
0х) = 9 + 27 (a,cos пх + b sin nz), =€ C. (7) 


例 1 W F(z) 是 周期 为 2r 的 周期 函数 , 它 在 [ - r,r) 上 的 表达 式 为 
| | -1, 一 rr 委 Z<0， 
ra=, 


0<х<т. 
将 7(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 

解 ” 所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 z= Ar (k=0, 土 1, 土 2,… ) 处 , 
不 连续 ,在 其 他 点 处 连续 ， шннен к каш ани, 并 且 当 
х= Ёт 时 级 数 收 敛 于 

Жы с PI ы ЕП 
2 2 
当 zr 关 kr 时 级 数 收敛 于 F(z). 和 函数 的 图 形 如 图 12—9 所 示 . 
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=0 ү. йе =) 


бе|. 
7 
1 1 | 
=4[ (- 1)sin пхбх + — Lesin nz dx 
1 
T 


2 [з=] + ~|- em 
n 0 


[I — cos пх – cos пт+ 1] 


А n =1,3,5,'©®Ё, 

= пт 

0, xn=2,4,6,::° 

将 求 得 的 系数 代入 (7) 式 ,就 得 到 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 为 


f(z)= [sin 2+ зіп 3<x+ + 


zr чзіз (26-1) + | 


_ 4 
r 2 501911024 1) = 


(一 co<z< + оо; 2540), tr, +2п, +). 
如 果 把 例 1 中 的 函数 理解 为 矩形 波 的 波形 函数 (周期 Т = 2r, 振 幅 Е =1, 
自 变量 = 表示 时 间 ) ,那么 上 面 所 得 到 的 展开 式 表明 :和 抢 形 波 是 由 一 系列 不 同 频 
率 的 正弦 波 释 加 而 成 的 ,这些 正弦 波 的 频率 依次 为 基 波 频率 的 奇数 倍 . 
例 2 设 F(z) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 它 在 [ - r,x) 上 的 表达 式 为 
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_|х, -х<л2<0, 
Р) = 0, 0<x<=x. 
将 Рх) ТВИН Ж. 
解 ” 所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 z= (2k+1)x (а= 0, +1, 
土 2,… ) 处 不 连续 .因此 ,f(z) 的 储 里 叶 级 数 在 xz = (2k + 1)т 处 收敛 于 


f(r s x )_0- x 


- s 2 
在 连续 点 zx (z 天 (2& + ө f(z). 和 函数 的 图 形 如 图 12-10 所 示 . 
计算 傅 里 叶 系 数 如 下 : 


а, = 元 | f(x)cos паба хсоѕ пхх 


_ 1 Е: nz ү COS | 
-K 


n n 


ЕЕ — cos nm) 


_ 1 _ Ф? эЛЕ 0 о 
— ИАН 7 
Ü 


nif f(z)sin nrdz -| xsin пхах 


1 XCOS nz SIN NT 


n п -x 


_созлт_(-1)"'' 


В 12-10 


将 求 得 的 系数 代 人 (7) 式 ,得 到 у(х) ЕЕ 5 


· 308 ` 


Tass + {сз z + sin + 

1 2 1. 

Lun p Деш = 
> sin 2х + [== cos ККА 3 sin 3 | 

1 ИЕ S к 
4 52-С05 5z + 5 sin 5z | 


xr 2 < 1 | 
= 下 + 元 2 орту 1)х + 


(—соо<хт<+со; rtÆtinr,t3r,). 
应 该 注意 ,如果 函数 F(z) 只 在 [ -rx,r] 上 有 定义 ,并 且 满 足 收敛 定理 的 条 
件 ,那么 F(Cz) 也 可 以 展开 成 傅 里 时 级 数 .事实 上 ,我们 可 在 [ п, л) (т, т) 
外 补充 函数 f(z) 的 定义 ,使 它 拓 广 成 周期 为 2x 的 周期 函数 F(z). 按 这 种 方式 
拓 广 蚂 数 的 定义 域 的 过 程 称 为 周期 延 拓 . 青 将 F(z) 展 开 成 健 里 叶 级 数 .最 后 限 
1 = EC- nn) р, ЖЕ F(z) 夺 f(z), 这 样 便 得 到 f(z) 的 健 里 叶 级 数 展 开 式 . 


根据 收敛 定理 ,这 级 数 在 区 间 端点 z= + л йй С). 
例 3 Жр 
u(t)=E 


t 
sin £| , - ¿<= 


展开 成 傅 里 叶 级 数 , 其 中 是 正 的 常数 . 
E ”所 给 函数 在 区 间 [ -x,x] 上 满足 
收敛 定理 的 条 件 , 并 且 拓 广 为 周 期 函数 
时 , 它 在 每 一 点 x 处 都 连续 (图 12-11), ee 
因此 拓 广 的 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 在 [ -n n] ERAF ul). 
计算 健 里 叶 系 数 如 下 : 
a, == |. и()совтд: == | 
Н ЕА rh 48 FR РЕ šX 29 (В РЫ ЖК, БТ 


„ЭЕ f , t 
a, =— | sin —cos ntd# 
T 0 2 


Е f aafe eifa] 
yh sin [л >)! si n > 

cos {я +>): cos RLN 
人 
х 


1 
п + — п 一 


2 


; t 
sin > | cosntdt, 
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4Е 
= 一 =0, ,2 . 
(4n? = 1)я (n=0,1 ) 


b, -E | 
T J-x 


上 式 等 于 零 是 因为 被 积 函 数 是 奇 函 数 . 
将 求 得 的 系数 代 人 (7) 式 ,得 x(:) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 


4E/1 ~ 1 
иб) = Efi B grae m] (- x< <. 


sin nt dt =0 (n=1,2,3,.…). 


ы 
ОУ, 


п= 1 


三 、 正 弦 级 数 和 余弦 级 数 


一 般 说 来 ,一 个 函数 的 健 里 叶 级 数 既 含有 正弦 项 ,又 含有 余 驴 项 ( 见 例 2). 
但 是 ,也 有 一 些 函 数 的 健 里 叶 级 数 只 含有 正弦 项 ( 见 例 1) 或 者 只 含有 常数 项 和 
余弦 项 ( 见 例 3). 这 是 什么 原因 呢 ? 实际 上 ,这 些 情况 是 与 所 给 函数 F(z) 的 奇 
偶 性 有 密切 关系 的 . 对 于 周期 为 2r 的 函数 F(z) , 它 的 傅 里 叶 系 数 计 算 公 式 为 


а= | f(xr)cos птах (n=0,1,2,.…), 


b, = 元 | /(\хж)звїп пхах (n=1,2,3,.…). 


由 于 奇 函 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 零 , 偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 等 于 半 区 间 
上 积分 的 两 倍 , 因 此 ， 
当 Р(х) арр ЕЧ, F(z)cos nz ERAK, f(x)sin пх 是 偶 函 数 , 故 
а, = 0 (n = 0,1,2,.…), | 


b, = | f(r)sin пхіах (n = 1,2,3,.…). 
即 知 奇 函数 的 傅 里 叶 级 数 是 只 含有 正弦 项 的 正弦 级 数 


(8) 


У b, sin пх. (9) 
当 f(z) 为 偶 函 数 时 ,f(z )cos nz ЕВ, (т) зіп nz РР, 
a, = | A(z)eos nrzdr (п = у. 
р, = 0 (n = 1,2,3, ). 


即 知 偶 函 数 的 傅 里 叶 级 数 是 只 含 常 数 项 和 余弦 项 的 余弦 级 数 
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(10) 


а, _ 
5 2, a COS пх. | (11) 


а 设 f(z) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 , 它 在 [ - r,r) 上 的 表达 式 为 f(x) 
=z. 将 F(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 ， | 
解 首先 ,所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 点 
х=(2Ё+1)т (k=0,+1,+2,.…) 
处 不 连续 ,因此 f(z) 的 健 里 叶 级 数 在 点 х= (2: + 1)х 处 收敛 于 
f(x сн. ) _ шы шыт 


在 连续 点 z(z 天 (2& + бй f(z). 和 函数 的 图 形 如 图 12-12 所 示 . 


12-12 


ЖЕК, ЖИ х= (2k+1)x(k=0,+1,+2,…), 则 f(z) 是 周期 为 2x 的 奇 
函数 .显然 ,此 时 (8) 式 仍 成 立 . 按 公 式 (8) 有 а, =0 (n=0,1,2,…), 而 


т 
2 х si 
4) – 2925 п — |) 

= - cos пк= 24 -1)" (n=1,2,3,.…). 
将 求 得 的 b, 代入 正弦 级 数 (9) ,得 S BREM RRF 
0 


f(z)=2[sin z- sn 22+ sin Зх - • 88 пт 十 Б) 


= 2 之 | 1) sin пх 
(—со<х< + оо; zZ +tx,+3mw,.)- 
5 设 F(z) 是 周期 为 2r WAWR, CEL - r,r) 上 的 表达 式 为 и 
= |51,3 f(z) 展 开 成 侍 里 叶 级 数 . 
解 ” 所 给 函数 满足 收敛 定理 的 条 件 , 它 在 整个 数 轴 上 连续 (图 12 - 13), 因 
此 F(z) 的 傅 里 叶 级 数 处 处 收敛 于 f(z). 
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图 12-13 


因为 F(z) 是 偶 函 数 , 所 以 按 公式 (10) ,有 上 =0, 而 
2 х 


| f(x)cosnz dz 
0 


e° 
lI 


ajo a| 


к 
| хсоѕпх dz 
0 


+ 
n иг 


а | 


| sa пх соз пх | 
0 


É 


了 (cos пх 1) 


а 
3 


To 
0,n=2,4,6.…; 

a = | Г) 2 | х ах = т. 
将 求 得 的 系数 a, 代 人 余弦 级 数 (11) ,得 A(z) 的 傅 里 叶 级 数 展 开 式 为 


/ (ж) =F- (cos z + эүсоз Зх + 5200 5х +) 


> = 2 21 gry —1)х 
(—со<х< + о), 

在 实际 应 用 (如 研究 某 种 波动 问题 , 热 的 传导 、 扩 散 问 题 ) 中 ,有 时 还 需要 把 
定义 在 区 间 [0,x] 上 的 函数 F(z) 展 开 成 正弦 级 数 或 余弦 级 数 . 

根据 前 面 讨 论 的 结果 ,这 类 展开 问题 可 以 按 如 下 的 方法 解决 : 设 函 数 F(z) 
定义 在 区 间 [0,x] 上 并 且 满 足 收敛 定理 的 条 件 ,我 们 在 开 区 间 ( — r,0) 内 补充 函 
数 F(z) 的 定义 ,得 到 定义 在 (-- х.х] ЕЙ F(z), 使 它 在 (-r,r) 上 成 为 奇 
函数 0( 侦 函数 ). 按 这 种 方式 拓 广 函数 定义 域 的 过 程 称 为 奇 延 拓 ( 侦 延 拓 ) .然后 
将 奇 延 拓 ( 偶 延 拓 ) 后 的 函数 展开 成 傅 里 叶 级 数 ,这 个 级 数 必定 是 正弦 级 数 ( 余 芝 


Q 补充 Fz) 的 定义 使 它 在 ( - rr) 上 成 为 奇 画 数 时 , 若 F(0) 天 0, 规 定 F(0)=0. 
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级 数 ) .再 限制 z 在 (0,x] 上 ,此 时 F(x) 三 f(x), 这 样 便 得 到 /f(xz) 的 正弦 级 数 
(余弦 级 数 ) 展 开 式 . 
例如 将 函数 
ф(х) = х (0 委 z 委 rr) 
作 奇 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 , 便 成 例 4 中 的 函数 , 按 例 4 的 结果 ,有 


: оо Ж n+l 
т=2 > =) sin пх (0<х<я); 
п= 1 


п 


将 p(z) 作 偶 延 拓 ,再 作 周 期 延 拓 , 便 成 例 5 中 的 函数 , 按 例 5 的 结果 ,有 
z= 到 -全 > rie (2 Dz (028). 
例 6 将 函数 
ыкы дее 


Рх) = 
0, [rr 


ЛЭР IE 98 ЖОЛ ЯУ КЖ. 


解 ” 先 展开 成 正弦 级 数 .为 此 对 函数 f(z) 作 奇 延 拓 (图 12 14). 按 公式 
(8) 有 
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b, = 三 | f(r)sin nx aÍ = |? cos xsin nz dx 
T Jo T Jo 


= 元 | [sin(n —1)xr+t+sin(n +1)zl]dz 


II 


II 
а|њ aļ= aj- 


соз(п—1)х— 


п 
z 
0 


一 一 一 
| 


L osla +1) | 


1 РЕБ ' п-1__ 1 п +1 
n =l nti п-1 2 t pti 2" 


(5217 ce es sin 2) 
-1 2 ntl 2 
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Е 2 биге иШ 
Tka =) n Эту A 
以 上 计算 对 n=1 不 适合 ,b, 需 另 行 计算 : 


b, => | f(xz)sin хах = [ coszsinz 有 三 
T Jo т Jo л 


将 求 得 的 b, 代入 (9) 式 ,得 F(z) 的 正弦 级 数 展开 式 为 
Р(х) = 二 [sinz +2 2, == — sin > )sinn=] (0< =<т). 
在 端点 z = 0 处 级 数 收敛 到 零 , 它 不 等 于 f(0). 
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再 展开 成 余弦 级 数 .为 此 对 函数 F(z) 作 偶 延 拓 ( 图 12 15). 按 公式 (10) 有 


a, -4f f(x)cos nz de= [° cosx соѕпх dz 
т Jo 7 Jo 


=f [cos(n — 1)z + соз(л + 1)х]4х 
0 


= 二 | 一 ү еп. S 1 in a] 
= Tsin 9х + Б 一 7 


0, с п=2Ё-1, 
= 2(—1)* `! 


о с 
以 上 计算 对 n =1 不 适合 ,a, TATIR: 


ee к 1 
üi => (ооа ass D| (1 + cos 2z) dz = 5: 
将 求 得 的 a, 代 和 人 (11) 式 ,得 F(z) 的 余弦 级 数 展开 式 为 
Кб) = L+ Loosa +2 Ži розд OST). 
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利用 函数 的 传 里 叶 级 数 展 开 式 ,有 时 可 得 一 些 特殊 级 数 的 和 ,例如 按 例 5 的 
结果 ,有 


\х|=2-# > бусту %2#—1) (—-л<х&<©л), 


在 上 式 中 令 х=0,Й% 


设 
1 1 1 
1 1 rs 
б=т (=). 
1 1 1 
1,1 1 
ml zy Pt 
因为 
Р a, 
2 4 4 9 
， Som 
所 以 6, = 3 Ezg 
* 2 2 2 
кош тл 
E ыгы ат, 
2 2 2 
又 s =2a -057 F D 
2] 题 12-7 


1. 下 列 周期 函数 F(z) 的 周期 为 2r, 试 将 f(x) 展开 成 全 里 叶 级 数 , 如 果 F(z) 在 [ - rr) 
上 的 表达 式 为 ; 
(1) F(z)=3z +1 (—-т<х<Ял); 
(2) (х) =е" (-mnw<<=<x); 
bz, —т<х<0, 
ах, О<х<т (a,b 为 常数 , 且 a>b>0). 
2. 将 下 列 函 数 F(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 : 


(1) F(z)=2sin + ( -zx<xr<x); 


е, -п<х<0, 
1, 0< z<<. 


(3) =) = 


(2) Кх) = 
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3. 将 函数 [С =) = cos 5- (—х<х<©хл)/#Ж ЛШ. 
4. 设 F(z) 是 周期 为 2: 的 周期 函数 , 它 在 [ - r,r) 上 的 表达 式 为 


将 F(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . | 
5. 将 函数 (2) = 92 (0л) ЕЛЕН. 
6. 将 函数 (х) = 22° (0 委 z 魏 r) 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
7. 设 周期 函数 /(z) 的 周期 为 2r. 证 明 : 
(1) 如 果 /\х-т)= 一 f(x), WJ f(z)685 8 EES do =0,а,, =0,b;, =0 (k=1,2,.…); 
(2) 如 果 f(x -x)= f(x), M fA KRE RA а: +1 =0, bza =0 (k=0,1,2,.…). 


第 八 节 “一般 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 


一 、 周 期 为 21 的 周期 函数 的 傅 里 叶 级 数 


上 和 节 所 讨论 的 周期 函数 都 是 以 2r 为 周期 的 .但 是 实际 问题 中 所 过 到 的 周期 
函数 , 它 的 周期 不 一 定 是 2x. 例 如 上 节 中 提 到 的 矩形 波 , 它 的 周期 是 T = Z. 
此 ,本 节 我 们 讨论 周期 为 2! 的 周期 函数 的 健 里 叶 级 数 .根据 上 节 讨论 的 结果 ,经 


过 自 变量 的 变量 代 换 ,可 得 下 面 的 定理 . 
定理 ” 设 周 期 为 2! 的 周期 函数 f(x) 满足 收 钱 定理 的 条 件 , 则 它 的 铺 里 叶 


级 数 展开 式 为 
f(z)= > + 2. (а. соз NTT р sin =) (хЄ С), (1) 


{ 
其 中 
1 
а, = 了 | /( ж )соз а= (n=0,1,2,.…), 
= 


(2) 


[ 
b, =+| f(x)sin dz (n=1,2,3,."). 
-! 


C=|=z|f(z)=+[f(z")+ f(z) 


Ох) АТА ЕТ, 
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F(z)= Dbsin (z€C), (3) 


l 
其 中 
_ 2 nrg 
мт], у(х) зіп dz (n=1,2, 3,5). (4) 
f(a)= > + У) acos T(rEC), (5) 
其 中 


dz (7=0,1,2,…). (6) 


a, =+ [ / (ж )сов Ë 
证 кейш йлн Ее 


л) = [Ë )= F(z), 从 而 下 (=) 是 周期 为 2x 的 周期 函数 ,并 且 它 满足 收敛 定 
理 的 条 件 ,将 F(z) 展 开 成 伟 里 叶 级 数 


F(z)=% + > (a,cos nz + b,sin nz), 
a, a= | F(z)cos nzdz, b, =f F(z)sin jedes 
在 以 上 式 子 中 令 = = EZ ,并 注意 到 F(z) = (а) ,于 是 有 


f(z)=% + 2, (а, сов — + O sin A) | 


而 且 


a, = 于 | ео dz, b, = 于 | f(z)sin dx. 
类 似 地 ,可 以 证 明定 理 的 其 余部 分 . 
例 1 设 F(z) 是 周期 为 4 的 周期 函数 , 它 在 [ -2,2) 上 的 表达 式 为 
-2<х<0, | 
Ра) |0 0<:<2 《常数 = о). 
将 /( 工 ) 展 开 成 传 里 叶 级 数 . 
解 ” 这 时 1=2, 按 公式 (2) 有 


2 2 
а, = K dr = | 二 sin “== | =0 (n=0); 
0 0 
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b =} f hsi NTT ч =| -co |, 
a =z J, Asin 一 dz оо |; 


2Һ [ч ... 
= 二 (1- cos н" керы 
0,n=2,4,6,: 
将 求 得 的 系数 a,b, 代 人 (1) 式 ,得 


f(z) = +E [sn TE isin Е + sin Эл К 
(—-оо<х<+осо;х550,+2,+4,...) 
f( 工 ) 的 传 里 叶 级 数 的 和 函数 的 图 形 如 图 12 - 16 所 示 . 


М 
Рі 
4 
о ЧГ. l x 
2 
图 12- 16 кое | FE 12-17 


12 将 如 图 12- 17 .所 示 的 函数 
Ë, ое 


2 , 
М(х) = 
р\1-х) x) l 
Е | aa ех! 
”分 别 展 开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 


R M(z) 是 定义 在 [0,1] 上 的 函数 ,要 将 它 展开 成 正弦 级 数 ,必须 对 
M(z) 进 行 奇 延 拓 . кыз узара: 


b, "| М(х)зїп Z 


_› | = "тај y Ри г) ， in zzdz] 
i o 2 ` i l 


对 上 式 右 端的 第 二 项 , 令 г =1-,Ш Е 
Edz+ f, tsin. шыш nali =i), dz) | 
7 


i. i | 
= 了 [|， хіп ат + ( - 1)” "Ë tsin zatar]. 


当 n=2k 为 偶数 时 ,bx =0; 4 n=2k 一 1 为 奇数 时 ， 
+318. 


1 
Е аса ОИ Ы. 22-1 


ba- = г TS D A х — (ов 1) 7 л. 
2010-1) 
(2: -—1) x ` 


将 求 得 的 b, 代 人 (3) 式 ,得 M(z) 的 正弦 级 数 展 开 式 为 
М(х )= 4t > CPs (247 az (0< x<“). 


再 求 M(z) 的 余弦 级 数 展 开 式 .为 此 对 M(z) 作 偶 延 拓 ， 再 作 周 期 延 拓 . 注 
意 到 延 拓 所 得 周期 函数 的 周期 为 !, 知 M(z) 可 展开 成 周期 为 ! 的 余弦 级 数 . 按 


公式 (6)( 将 (6) 中 的 ! RRR ERA: 


= L us пх-1) 
2п п 
А Pes n=1,3,5,", 
= пт 
0, | п= 2,4,6, -°. 
| | 
_ 4 [z рх, _ bl 
a =+ = dz =. 
将 求 得 的 a, 代 人 (5) 式 ,得 


i= p SA 2024 一 Dxz 
М(х) 8 = > Oken 7 (0 z<“). 


“二 、 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 


傅 里 叶 级 数 还 可 以 用 复数 形式 表示 -在 电子 技术 中 ,经 常 应 用 这 种 形式 . 
设 周 期 为 2/ оку ауа 


20 ү > (a, „sin 272), (7) 


其 中 系数 a, ,Ь, 为 
· 319 · 


а= |, f(z)cos у 


ах (п = 0,1,2,-.-), 


(8) 
六 = 于 | 7(z)sin Ede (n = 1,2,3,9. 
利用 欧 拉 公式 Е Е 
cos t = й 5 жЕ t= a 
BORA 
Е а 2 [26 "(eF +e в: (е-е) 
记 | 
э = са, Заоа ма (п=1,2,3,--), — (10) 
则 (9) 式 就 表示 为 
co + эл 
= (с.е) + У (сет +c. e T), 
即 得 傅 里 时 级 数 的 复数 形式 为 


> сет. (11) 


л= 一 5 


为 得 出 系数 c, 的 表达 式 ,把 (8) 式 代入 (10) 式 ,得 
ei 


[| РСх)соѕ “ж. dz- 了 | ја Ë 7 


2 

| f(z) (cos FE -isin #272 a 
21 х COS 1 Sin 1 T 
1p 

21 


Fiye "ах (n=1,2,3,.); 


ati 
= | | | 
а) f(z)e"T ах (n =1,2,3,…). 
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将 已 得 的 结果 合并 写 为 


l КЕЎ 4 
с=з] | f(z)e ах (п=0,+1,+2,---). 
-t 


这 就 是 傅 里 叶 系 数 的 复数 形式 ， 


(12) 


傅 里 叶 级 数 的 两 种 形式 ,本 质 上 是 一 样 的 ,但 复数 形式 比较 简洁 , 且 只 用 一 


个 算式 计算 系数 . 


例 3 把 宽 为 +、 高 为 h ,周期 为 的 矩形 波 ( 图 12 - 18) 展 开 成 复数 形式 的 


健 里 叶 级 数 . 
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解 在 一 个 周期 | - 于 ,到 | 内 矩形 波 的 函数 表达 式 为 


T т 
0, y <:< >° 
т T 
= = X 
T T 
0, ><: <>. 
按 公式 (12) 有 
Па „рик L posa 
с, = т | „0e г dt = Т х Ае T dt 
_ h Реч Т _ тч 2 
= е к а 
ЖЕ TT (п=+1,+2,--.), 
пт T КРЫ 
_ 1 Ti2 1 ri2 _hr 
со = = dt = т). һаг = з, 


将 求 得 的 c, 代 人 级 数 (11) ,得 


| hr h & 1. anr 2" 
ult) = = + — —sin ——e T 
(0) T -q 2i n T 


п0 


(-2<:< +o tÉnT E5 n=0, +1, £25), 


2 
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2] 题 12-8 


1. 将 下 列 各 周期 函数 展开 成 传 里 叶 级 数 (下 面 给 出 函数 在 一 个 周期 内 的 表达 式 ): 


(1) /(х)=1-х* (---<х<--): 


7 
r, -1<х<0, 
| 1 
< 927 
(2) f(z)=41 0265, 
-1 于 和 rz<1i 
рр Si 
(3) f(x)= 
D E 


2. 将 下 列 函 数 分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ， 


х, 0<\х<-- 
(1) /(х)= 


L =S карр 
(2) /(х)=х* (0<r<2). 
`3. W F(z) 是 周期 为 2 的 周期 函数 , 它 在 [ - 1,1) ЕЮ RIKUN /(х)=е 7. WES) 
展开 成 复数 形式 的 健 里 叶 级 数 . 


"4. Ж u(:) 是 周期 为 工 的 周期 函数 .已 知 它 的 健 里 叶 级 数 的 复数 形式 为 (参阅 本 节 例 
题 ) 


„2n 
TORE t 2 L sin er (— oo < t< + о), 
n=0 


试 写 出 ио) ÓH nr 3 ho SO K (El =Z fe <). 


总 习题 十 二 


1. 填空 ; 
(1) 对 级 数 > u,,lim w =0 是 它 收银 的 条 件 ,不 是 它 收敛 的 条 件 ; 


(2) 部 分 和 数列 is,1 有 界 是 正 项 级 数 D) u, 收敛 的 条 件 ; 


(з) 若 级 数 S и, 绝对 收敛 , 则 级 数 SI и, BEL ERR SI u, 条 件 收敛 , 则 级 


数 D lu, | 必定 


2. 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 : 
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2 NN 
о 7СО5 — 


со 1 | 25 (п1)? | 

(1) > ada. . (2) 2 4 теи (3) 2, 2" Ы 
оо 1 如 а" 

(4) 2; ш (5) >; T (a >0,s>0). 


3. 设 正 项 级 数 > u, Ж >; о, 都 收敛 ,证 明 级 数 > (u, +>,) 也 收敛 . 


4. 设 级 数 >, u, Irak. B lim 汪 =1. 问 级 数 >, о, 是 否 也 收敛? 试 说 明理 由 . 
5. 讨论 下 列 级 数 的 绝对 收 合 性 与 条 件 收敛 性 : 


š оо Gil 

ЕЕ п 1. x "+1 ntl, 

(1) 2; ( 1) P: (2) >, (= 1) ne 
< ayn NEL, - оли (n +1)! 

(3) >, (-1) In ——; (4) 2; ( 1) — 


6. 求 下 列 极限 : 


ID ЖЕ ыык] үн 
(D бае 272 (is): (2) lim [23 4t 8h 07) 1. 


7. 求 下 列 释 级 数 的 收敛 区 间 : 


wD 二 二 0) >) (1+4) =: 
(3) > п(х+1)"; | (4) узт 
8. Ж FIRER S hy РЫШ: 
S 28-1. i A (-1)'! a-i 
п) 2, epe: 02) 5 ср": 
(3) > п(х—1)"; " (4) > 
9. 求 下 列 数 项 级 数 的 和 : 
59 2 } °° Е n+l 
W 27 71: (2) 22 (-1) (@Оп+1у!` 
10. 将 下 列 函 数 展开 成 x RRA: 
(1) inlr +y a7 Fi); (2) s 
11. 设 F(z) 是 周期 为 2x 的 函数 , 它 在 [ -x,x) 上 的 表达 式 为 
( y= |" тЄ[-х,0), 
J e, хЄ[0,лх). 
将 F(z) 展 开 成 傅 里 叶 级 数 . 
12. 将 函数 | 
1, OSSh, 
ra= | һ< хп 
分 别 展开 成 正弦 级 数 和 余弦 级 数 . 
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习题 答案 与 提示 


第 J 章 


习题 8- 1 第 12 页) 


1. 5а-11Ь+7с. 


TOP a АА): 


"(ип on)š[-mo ru) 
. A:N,B:V,C:W,D: M. | 
.A 在 zxOoy 面 上 ,B 在 yxOz 面 上 ,C 在 z 轴 上 ,D 在 > 轴 上 . 
. (1) (2,0, -с),(-а,,с), (а, = b,c); 
(2) (a,—b,—-c),(—a,b,—-c),(—a,-b,c); 
(3) (—a,—b,— c). 
9. хОу Ї:(х,,уо,0), уО= 面 :(0,yo,zu),zOz 面 :(zo,0,zo) 
х Н:(х,0,0),у #:(0, у, ,0), = 轴 :(0,0, zo). 


п. (оа) (п) (2.4) 6.2.) 


(tie ооа О оаа 


12. х 9:434, y i: 41, z #:5. 

13. (0,1, -2). 14:%. 

15. 模 :2; 方 向 余弦 : -于 ，- 痉 ,了 ,方向 角 :2 

16. (1) 垂直 于 x 轴 , 平 行 于 yOz 平面 ; 
(2) 指向 与 у 轴 正 向 一 致 ,垂直 于 rO: 平面 ; 
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oo — с^ л + 


(3) 平行 于 z 轴 ,垂直 于 zOy 平面 . 
17. 2. 
18. А(-2,3,0). 
19. 13,7]. 


习题 8 一 2( 第 22 П) ee 
. (1) 3 е (2) – 18,101 +2] +146; 
(3) бс Ь) = 


To 

3 1 
д асе 3. ®——(3#-2)-2К). 

2 /17 f 
4. 5 880 J. 5. |Е,|хүзїп 0, = | F, | zzsin 6,. 
6. 2. 7. А= 2р. 
8. Е. 
9. (1) -8j – 246; (2) -ј- к; (3) 2. 
10. jv. 
11—12. 略 . 


习题 8-3( 第 31 页 ) 


1. 4z+4y+10z 一 63=10. 
.T+y+z -2r-6y+4z=0. 


з. 以 点 (1, -2, DIRO ,半径 等 于 y6 的 球面 ， | 
2 2 
4. (2+3) вон (ет) = 党; 它 表示 一 球面 , 球 心 为 点 


ә 


à 


1.3) FESTIV. 

5. y +z =5л. 6. tty + z2 =9. 

7. 8 r: 4z —9(у' жез ыруы &(х? а 9у = 
8—9. 略 . 


10. (1) хОу 平面 上 的 椭 加 车 + 当 =1 绕 > 轴 施 转 一 周 ， 


(2) zOy 平面 上 的 双 曲 线 z? -X = 1 绕 y 轴 旋转 一 周 ; 


(3) хОу 平面 上 的 双 曲 线 x* — у = 1 8 z ЯНЕ — J; 
(4) yOz 平面 上 的 直线 z= y+4a 绕 xz 轴 旋 转 一 周 . 
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11. Юй. 
习题 8-4( 第 37 页 ) 
1—2. 略 . 


3. 


К ч 


CN 


7. 
8. 


母线 平行 于 z АНТОВ :3y2— 2° = 16; 
母线 平行 于 у 轴 的 柱 面 方程 :3z + 2° = 16. 
2r’ -2r+ y =8, | 


z=0. 
РБ ee 
/2 э 
. (1) у= Zes t, (0<;<2x); 
z = Зѕіп t 
х= 1 +/3Зсозв 0, 
(2) 1y=V3sin 0, (0<80<2x). 
z=0 
2 2— „? = TEA = — 
r +y =a, | asin т, 1 a cos т, 
z=0; z=0; y=0 


z’ + у«ахзх + z’ [Ka , r20, z220. 
r +y [h r < x<4;y`< z<4. 


习题 8-S( 第 42 页) 


сл 


oa N © 


1. 3Эхҗх-7у+5@-4=0. 

2. 2х®+9у-6-—121=0. 

3. 

4. (1) PD yOz 面 ; | (2) 平行 于 zOz 面 的 平面 ; 


х-Зу-2@=0. 


(3) 平行 于 z 轴 的 平面 ; — (4) 通过 z 轴 的 平面 ; 
(5) 平行 于 = 轴 的 平面 ; (6) 通过 у 轴 的 平面 ; 
(7) 通过 原点 的 平面 . 

1 2 2 


з 33 

‚х+у-3е—-4=0. 

О Я | 

. (1) y+5=0;. (2)х+3у=0; (3) 9y- z-2=0. 
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9. 1. 


习题 8-6( 第 49 页 ) 
1 2-4_У+1_2-3 
” 2 1 5 
2 工 -3-2+2-z 一 1 
` —4 2 1 
r=1-2:, 
аил ур ле. 2 
ЕВА 
2=1+3; 
. 16 – 14у - 11+ – 65 = 0. 5 .cos g = 0 
. K. 
一 2 一 4 
7. — => = ! 8. 8ёл-9у-22-59=0. 
9. р=0. 
10. (1) 平行 ; (2) 垂直 ; (3) 直线 在 平面 上 , 
11.х-у+=0. 2.(-3.3-3) 
13. а, | 14. 略 . 
17z +31y-37z-117=0, ` 
е А 16. Ж. 
4х -у+х-1=0. 
总 习题 八 ( 第 50 页 ) 
1. (1) М(х-х,,у-— yaz- ,),ОМ=(х,у,); 
. (2) Ж; (3) 3; (4) 36. 
2. (0,2,0). 3. /30. 
4. 态 = +a, BË=a++b, CË= b+ +e. 
5. 略 . 
6. 1 | 7 РР 
x ыы == 
8. %: 9. z= —4,0 ш 4: 
10. 30. 11.(14,10,2). 
12. c=5a+b. 13. 4(2-1) = (х- 1)? +(у+1)?. 
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х=0 кен 
14. wd КТ К с уйй; 


реу 9136 l 
=й | z=0, 

о} ИР Т (4) 2 轴 . 
кей m - 3 =1, 


15. х+/ 26у +32 -3=0 н] z - /2 6y+3z-3= 0. 


16. z+2y+1=0. 17. 
18. (0,0,5). 
19. 2=0,2 + у= r+ yi 
r=0,2y +2yz+z’-4y-3z+2=0; 
y=0,21? +2rz+z?-4xr-3z+2=0. 
20. z==0,(z=-1) +y <l; 


х=0, (= Е) + 21,2220; 


=0,х<#</2х. 
21. Ж. 


习题 91( 第 62 页 ) 


1. (1) 开 集 ,无 界 集 , 导 集 :R- ,边界 :|(zx,y)|z=0 或 y=0|; 
(2) 既 非 开 集 ,又 非 闭 集 , 有 界 集 , 导 集 :i(z,y)|1 志 zx* + 三 41 ,边界 : 
I(r yl? +y =L Uil, yl? + у =41; 
(3) 开 集 ,区 域 ,无 界 集 , 导 集 :1(z,y)|y 宇 zx"| ,边界 :1(z,y)|y= х°1; 
(4) 闭 集 , 有 界 集 , 导 集 :集合 本 身 ,边界 :i(zx,y)|z* BOSD Sy 
(х,у) 1+ (у-2)? =4|. 
2. 2 (х,у). 3. №. 4. (х+у)° + (ху). 
5. (1) (х,у) |у -2z+1>0|; 
(2) (х,у) 1=+у20,2-у2>01; 
(3) 1 (х,у) 1220, у20, х?2уі; 
(4) { (х,у) у- х=>0, х20, х? + у <11; 
(5) {(х,у,2) 19 <r + у + аи? |; 
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(6) Cr, ysz)l z? + y- z22220,z°+ y 01. 
. (1)1; (2) 2; (3) - Ti 
B. 
. {(z,y)|y —2х=0}. 


х? + у? 
. 提示 :| zy | < > ， 10. R. 


oN 


(4) -2; (5)2; (6) 0. 


` а 
© со м 


习题 — 2( 第 69 页 ) 


д д 
1. (1) Эт=3т у-у, Эу 3 i 


Ə 
9s 1 v д5 l u, 
(2) 57 Z” 了 u u’ 
д2 1 dz 1 


O) Jx 2x у ln( zy) | 3y 2y V (ху) 


(4) ZZ = у[соз( ту) -sin(2zy)]， 92 = х[соз(ту) – ѕіп(2ху)]; 


dz _ 2 y-1 92 _ y TY А 
(6) 元 =y (1+ лу) зу (1+ zy) [ma + лу) +p]; 


(8) ди zx( 工 一 y) ди _ _ «(х- y) 
oz 1+(х-у)*' ду 1+(=- y)?’ 
ди _ (z — y)'In(z —- y) 

д 1T+( 工 一 y) 


2—3. K. 
4. f.(z.1)=1. 
т 
5. T: 
z _ 2_ › z 2 _ 2 Oz __ 
6. (1) 932 = 122 8y у y 8z УЕ 16у; 
(2) Oz 2zy а 2=ху а? x = y = хт? . 
Әх? (tyy ay (= +y) 9z9y (r+y) 


а? x 2 а? x -2 а? ғ -1 
= 2. [ = т. х 二 十 Уу; 
(3) 22? У Іа э х(х 1)у 'Әтду y (1 хіп у) 


7. 5..00,0,1) =2,7,,(1,0,2) =2, 7,00, - 1,0) =0, у... (2,0,1) =0. 
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д?» =0 д? 
ах ду ' Әтду? 


9. W. 
习题 9-3( 第 75S 页 ) 


1. (1) (>* 二 jdz+z(1- 亲 jay; 
(2) ЕА (24+ -ау), 
х х 


(3) - Сата ym (dz - хау); 


(4) yzz ‘dz + zz” ln zdy + yr” а zdz. 


1 2 
2. 本 dz + y dy. 


3. Az= -0.119, dz = -0.125. 
4. 0.25e. 

5. (A). 

` 6. 2.95. 

7. 2.039. 

8. —5 cm. 

9. 55.3 ст’. 

` 10. 0.124 ст. 

"11. 2128 m’, 27.6 m’, 1.30%. 
"12— 13. 略 . 


习题 9-4( 第 82 页 ) 


Зх? 
(3х -2y)y 


9z _2х _ 
2. q In(3x-2y)+ 

22? _ _ 24” 
ТА E yy 


4 3(1-4?) 
/1-(3:—-4)°* 
5. км. 6. езіп =, 
7. W. 
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3. е" (cos 2 = 612). 


д с aa д Р 
8. (1) 3 =2zf + уе /3 = -2yf, trefa; 


ди _ л | ðu уџ. 
(2) дұ o кыр тЫ afas 
9 
(3) 55 = | + t эу JE = af; + лау, 98 = хуз. 
9—10. Ж. 
11. аяараа?" 5-3 х 425)", 3—27 +4y f”. 


А а? > А 之 ў 
12. (1) 二 fi К +'y(xfut Р), 
Pz 2 г” Л 2 
ау ҒХа+2=ғо+ Р 
а? ғ 
(2) TI = F E fat afa 
а? x A| а 1 
= + — 一 А 
дхду y fi Ра yf 
а= 2x А 
= + ; 
UU у 
а= _ 4 р 3 mv 2 2 mw 
937 = 22 + у fu t 4xzy fu t 4 y Ро» 
а? = 


дхду 


а? > 
3y sr =2=f, +4x° y futsz’ yf tz fn 


(3) 


=2у/, +2х/, + 2 zy° Titir Yfnt 5х? y fis 


(4) 了 -sin zf, + соз хў + 2е** 7 соз sfat е) fs, 
=e**”f, -o хып уў, te o хў —e"*”sin уў ес" ў, 
эт=е fa — cos у/; + зіп? yf;, — 2е** ysin уќ + УД 
"13. BÑ. | 
习题 9-S( 第 89 页 ) 


2 г 
у 一 e T+y 
1. 。 2. З 
cos y 一 2zy xy 
3 Iz _ у2- М ху: дж zz -2 У zyz 
дх Vzyz — zy 9y V zyz.— ху 
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dz _ z 92 2? 


5—7. 略 . 
"8 2y ze -2ry z- у z? e° 
` (e – ху) о 
“o z(z 一 2zyz -x y) 
` («°— ху) i 
000 йын. че ы. 
dz 2y(3z+1)’ ах 3z+1? 


(3) 2“ = - ufi (2уов -1)- Р gi | 
9х (zf, -1)(2yəg; —1)—/*&1 
av _ в. (zf tufi-1) 
дх (af – 1)(2yog; = ' 
{ду a | sin v S — cos у l 
oz e“(sin 0 – cos 0) +1' 2y ' e“(sin v—cos v)+1 
9v cos о — e“ ðv sin v + e“ 


— — — -一 一 一 一 


Әх ulļle“(sin v~cos v)+1]'9y и[е“ (ѕіп uv-cosv)+1] 


11. Ж. 
习题 9-6( 第 100 页 ) 


1. Ж. 
2.(1) vo =i+2j+2k,a0=2j,|v(t)|=V5+47; 
(2) o= —2i+4k,a, = –3ј,|0(:)1= V20+ cos t; 


. í. — ¿+ 2: а, ; = [5}? _4 
(3) vo =i+2j+k,a zit2j+k,|v(z)| aj St taD 


x 
es 
3 паза 2a 
法 平面 方程 :+ + y+/2z= + +4. 
2 
4. мае. —ү = =51, 


法 平面 方程:(z 一 zo) + 型 (y 一 y4) - == (z - k.)=0: 


E ia В t TS | 
6. 切线 方程 :一 F Ыы, 


法 平面 方程 :16z+9y-z<-24=0， 


7. P(-1,1,-1) 及 Р, (е 7). 


之 一 


К) 


м 
M 
с | 
| 
— 


тшу, елу -4=0 AAR: | 
z=0. 


9. 切 平面 方程 :arez+ буу + ce z=1, 


10. 切 平面 方程 :z -y+2z= +, | 11. 


11. соз жо 

习题 9-7( 第 108 页 ) 

1. 1+2V3. | | | De 

3. Va +7). 4. 5. 

5. 33. | 6. +V Ta. 


7. Же t yo + zo. 
8. grad f(0,0,0)=3i-2j-6k, grad /(1,1,1) =6i+3j. 
9. ш. | Е а 


10. 增 加 最 快 的 方向 为 n = 5701 - 4+ k), Jr ОТР 


一 一 927 j = Ji a Ei 
的 方向 为 -n 7z. 2it+4j 一 k) ,方向 导数 为 :V21. 


习题 9-8( 第 118 页 ) 


-| 


1.(А). 
2. 极 大 值 : f(2, -2)=8. 3. 极 大 值 : f(3,2)= 36. 
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+ 


| 极 小 值 :f( 亏 ,一 1)= - 2. 5. 极 大 值 : [> | )= L. 


6. 当 两 边 都 是 万 时 ,可 得 最 大 的 周 长 


. 当 长 . 宽 都 是 VY 2k， 而 高 为 ЗЕ, 表面 积 最 小 . | 
8 16 | 
8. (5. $) | 


о. 当 矩 形 的 边 长 为 他 及 名 时 , 绕 短 边 旋转 所 得 圆柱 体 的 体积 最 大 ， 


> 


10. 当 长 \ 宽 、 高 都 是 以 时 ,可 得 最 大 的 体积 ， 


11. 最 大 值 为 V 9+ SV3 ,最 小 值 为 V9-5V3.， 
12. 最 热点 在 ( F, +93) ,最 准点 在 (于 ,0)。 
4 4 4 
13. 最 热点 在 ( 土 了 ,本 ,一 与 )， 
“习题 9-9( 第 124 页 ) rr 
1. f(z=,y)=5+2(z=-1)2-(z-1)(y+2)- (у+2)?. 


2. е1(1+ у) = у+ Ilay- y) +зү(3х?у-3ду? +2y°)+ R3, 


? 6x’ y L 8ту СЕ _6y 
д в, |а) 0 0+0) KEIJ ОИ 
(0<0<1). 
| Р _ 1 1 _ я 1 у Е 
3. кана. © Fal 1) 


ү: 


其 中 К, =. = [ёв ésin:.7* [z ху +3зїп боов 7° [= rs): 


4 
š 3 
3cos Ёѕіп (аст >; 74). .十 sin Ecos a £) , 
_ Ж _ x = Es 
Не=+6(т +)" з= 和) ш SE 


4. 2" =1+(z-1)+(z-1)(y-1)+ (2-1) (y-1)+R;, 


1.11? 41.1021; 1: 
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+ U ， Eo эё 
5. ef "=1+(т+ у) tarl? +2лу+ у?) ++ ("+ Cla ly + =. 


у" ) + К, 9 
6(х+ y) 


其 中 к= сту! +C. yt t, 0<0<1. 


“习题 9 - 10(% 129 页 ) 


1. 0=2.234р + 95.33. 
aS ЭО man з О 
1 izi f=1 fi 
27. буз О з Гр ЭИ 
т=п ГЕ 1 = 
m yn s sns Ss 
izi 1 E 


总 习题 九 (第 129 页 ) 
1. (1) 充分 ,必要 ; (2) 必要 ,充分 ; 
(3) 83, C ” (4) 充分 . Е 
2. (С). 
3. (х,у)10< z? t у2<1,у< 42|, 228 
jn = 
4 
`4. Ж. 
л :天 0 
5. f.(z,y)= (х^ + y)“ х +y , 
0, за +у=0; 


0, o itty = 0 

дх rtty ду х+у' az 5 (z+ у) ‚ 

az_-_- 27  д_2(х-у). 

9z9y (zty) ау? (z+y) ' 

9z yl 9z_ j, ах _ уа ўй а 
(2) JT > зу” * In z, 元 y(y-1)>” °, 

а? x — _y-1 ; Pz y Á. 2 

Эхду 7 (1+ yln z), s= = (In z) . 
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7. Az=0.02, dz=0.03. 
“8. 8. | 
9. S = ye g(t) + aln xr. (t). 
jo. 2z- 2z, дк az_az az az _az，az 
“9€ ðv ðw’ ду ди Jw’ gt ди ду 
д? x Я уг” 7 А 
11. gay Же /=+е/„+хе/„+ [„+е/,. 
12. 95 (vcos о — usin vje", 
dz . 2 
3 (ucos v + vsin v)e “ 
y 
т=а, 
13. 切线 方程 
by – ах = 0; 
法 平面 方程 ау + bz =0. 
= zt3_ytl_z-3 
14. (-3,-1,3), I 3 I 
15. 37 = cos + ѕіп 0, (1) 0= — х (2) в=27 ‚ (3) 0-5" т. 
16. ди _ 2 
n х? Уб 22 
nas . 
a b c 
4 3 35 
17. (553913) 
b с A3 
18. Ё Ч ERA У. ==> abe. 
WE 
19. 当 р, =80, р, = 120 时 ,总 利润 最 大 ;最 大 总 利润 为 605. 
20.(1) g(zo,yo)=VSzl+Sy 一 8zoyoi 


(2) 柳岩 的 起 点 可 取 为 .M1(5, -5) 或 M;( -5,5). 


xr 


Е 


第 + 


习题 10 -1( 第 136 页 ) 


n (z ,y)do. 2. I =41,. . 3. 略 . 


D 
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4. (1) || (= + у)ас2 || (z + у)? о; 
| | 
(2) [| («= + ›)?4во> [| (=+ у)°до; 
(3) ffin (x + y)do> || [nCz+ у) з 


(4) Im (т + y) Pdo [абе + у)4о. 


5. (1) 0< I<2; (2) [SIK ; 
(3) 2S<SI<8; ` (4) 36xz<I[<100<. 


习题 10 -2( 第 153 R) 
8 20 Зл 
1. (1) 3+ (2) 3 (3) 1; (4) а" 


13 


2, (1) 6, (2) $, (3) ететі; (4) E 


3. Е. 

4. 0) | az W 或 f dy |, а, 

(2) |. "a f(z=,y)dy 或 | ы Р(х,у)ӣх; 
(3) [ dz |7609 或 | dy | re, + | ду [лс yaz: 


1 а I эле 
wf dz | 天 ООО. |. dy | у. уау 
-1 Sa-a 2 Va 
|. угу east | az | а убх,у)ду, 
或 | a| — edet | dyf pa Седа 


Í. dy f(z,y)dx + Йй [у f(x,y)dz. 
5. Ж. | | 
6. 0) fi dz f fan GO) 人 dz [Ó C.a; 


(3) Í dz ү /(х,у)ду; (a) | dy ы УТ ' 
337°, 


(5) [| dy | f(z,y)dzx; 


(6) | а [аа + | ay [7 Kayda. 
4 


17 
z: 8. 2° 9. 6 10. бт. 


2r а 
11. a | 40 | Cocos 0, рѕіп 0)odo; 
0 0 


T.: 


5 2соз 0 
(2) | db | f(ocos 0,osin 0)odo; 
-7 
2к b i 
(3) | 40 | fC pcos 0,osin 0)odo; 
0 а 
于 (ооз 0+sin 0) ! 
(4) | do | f(pcos 0,osin 0)odo. 
0 0 2 
ў sec 0 > сс б 
12. (1) | dg| fl pos 0, osin 0)pdp+ | дө | flpo% 0, psin 0)odo; 
0 T 0 - 
3 2зес 6 
vi 40 Í f(p)pdp; 
T 0 ; 
了 1 3 
(3) | 40 о. f(ocos 6, рѕіп 6) рӣр; 


ы зес @ 
wf а | fl pcos 0, osin 6) pdp. 
sec Quan 0 


13. (1) З ка, (2) та? +10(1+ 201; 
(3742 =1; (4) тка". 
14. (1) т(е* – 1); (2) 40182-1): 
3 > 
(3) є" · 
9 x 
15. (1) T’ (2) 509-2): 
(3) 144°; (4) Erlo - a`). 
16. ir. 17. L R’arctan k. 18. бта“. 
619. (1) É; (2) Т2; 


° 338 · 


е—1 
(3) ту 
(4) Trab. Зал ЕЕЕ z = apcos 8, у = bpsin 0. 


"20. (1) 2ln 3; (2) + 

“21. 略 . 

“22. ‚(2 =. х „ай = бй = butav 
22. (1) 略 ;(2) 提示 : 作 变 换 т ЕГ. y J 
习题 10 -3( 第 164 T) 


1. wf dz e |? Р(х,у, х)а=; 


(3) ү dz 26 ау Г. Р(х,у, х); 


а by 1-х la ху!с 
(4) | dz | dy | f(r,y,z)dz. 
a 0 0 


3 1 17 二 1 ES 

2. 3. 3. 略 4. зд. 5. (2 3) 6. 5: 7.0. 8. FRR. 
Tr 16 

9. (1) £ (2) Рт. 
10. (1) 4", {бу шр 

(D3; 6 
1. (0-1; *(2) Z; (3) gx; “(4) (A-a) 

Жы дет, 10° ; 15 
12. (1) 于 ri уа: 

(3) +; (4) 216545 62), 
ee 
13. тле é 
14. ы 


"15. &rR . 


习题 10-4( 第 175 页 ) 


1. 2a’ (n-2). 2. (х. · 
3. 168°. 
4. (Z= zi у= 2505 (2) = =0, у=52; 
_ b +ab+ta' - 
(3) зову 2 
5 -=35 -_35 6 СЗ КТ 
z= = 34 х= а, у= а 
3 ‚ 2A 0)) 
7. (1) (0,0,7) (2) (0.0.274 5 J: 
(3) 54394) 
5 
8 (0,0,4). 
1 _ 72 _ 96 
9. (1) 1,=-рта?Ь; (2) L. = у= 
Тре 
(3) = аб, I, gha. 


10. „м ; DM (М = bhp 为 矩形 板 的 质量 ) 


-_7 112 
11. (1) 5а; (2) = ,之 二 = 159: (3) g e- 


12. Fa M (M=raèhp 为 圆柱 体 的 质量 ) 


13 к=(2с„[к ^+ ее. 37 
= A RIRE sa ЕЮ аа ‚УЕ a 


orGor| 


1 1 
y Rita y || 
14. F, =F,=0, Е, = -2rGo[V (h-a + Е -VR +a’ +h]. 
“习题 10—5(% 181) 


8 


р T 
1. (1) —; (2) 1; (3) 3° 


2. (1) Los х(005 х —sin z)(1+2sin 2x); 
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(2) Zin (1+ 22); 


3 
(3) 1а = +3х?агсїап z? —2хагсїап х; 


(4) 226° —e"” — ye” dy. 
3. 3/(х)+2х/ (x). 


4. (1) xarcsin а; 


1+ 


2 Жал: ф(а) = 2 |n(co# z +a?sin х)ах, I= pla). 
2 7 


(2) ліп 


5. (1) ZI(1+/2) ER Rpg = taran = Е a 
х о1+ ху 


(2) arctan(1 + b) —arctan(1 + a). ER AMARTE = [wdy. 
nz -Ja 


总 习题 十 (第 181 页 ) 
1. (1) (O); (2) (A); (3) (B). 
2. (1) + + оов 1 + sin 1 — cos 2 — 2sin 2; (0) w - Q: 
(3) +R (1-5); | (4) R° +9лЕ?. 
0 4-а? 2 3-х 
ыч) h ст | f(z,y)dy; (2) [ i P J(z,y)dy; 


1 у ` ‚є2 М 2у-у 
G) | dy Í f(z,y)az + | ay | Кх,у)ӣх. 
0 0 1 0 
4. В. 
1 sec бил 0 | 等 сю ё 
5. | aa | f(ocos 0,psin 0)odo + |: do | ‘fl(poos 0 ,реїп 0)odo + 
° 9 - 可 0 | И 
x sec ап 0 
|. d0 | f(peos 8,psin 0)odo. 
+ 
6. f(z,y)= V 1—- z° ву TF 
1 1 rry 
7. | az | я dy | f(z,y,z)dz. w жш 
-1 х 0 


8. (1) rR’; (2) 0; ` (3) Sx. 


`9. (1) F(¿)£E(0,+ ee) 内 单调 增加 ; (2) 略 . 
10. +V ab +0? + ca. 


11. 28 (R 为 圆 的 半径 ). 


_ 368 
12. 1= їр 


13. Е= (下 . ,FF,,F.), 其 中 Е, =0, 


4GmM Rtv R + a° R _ 2GmM 
Ponh — , F=- 
Я Ск + 


14. (0,0,2). 
15. Pleo = ps: 
第 十 一 章 


习题 11~1( 第 190 页 ) Ë 


1. (1) 1, = [С у), I, = | zala, y)dsi 
L 


Б | кз. WS 
(人 —. 
[к.ш |” | „(=ч 
2. Ж. 
3. (1) 2ка?"*'; (2) 42; 
3) 0054354642 -1); (4) e (2+ Fa) -2; 
(9-е), (6) 9; 
(1) 2992 (8) 22a? (1+2). 


15° 
4. Hb E 3 ИРИК E BL S Bb E нат Рд. 
5. (1) I. = 2а? Ма? +k’ (За? +412 k’); 

. 342 ° 


-_ 6ak’? -_ -6таЁ – ЗЕ(па? +210?) 
(2) oaa +4 k’ > 3а + 406° т За? +4! ` 


习题 11- 2( 第 200 页 ) 


1 一 2. 略 . 
56 | _ Ж 35.7 
3. (1) 15° f (2) ` x 9 
(3).0; | а : (4) —2x; 
(5) Er atn; x (6) 13; 
E = 14 
4. (1) 24: (2) 11; 
32 
5. -|Е|Р. 


6. mg(z, — |). 
7. а) | Pen una, 


Qy | Teenaa 


/1+4х? 
(3) | [Vaz Z Plz, y) + (1- х)@(=,›)14. 


8 | P +2zQ + 3yR А 
| rylt+4zr +9y | 


习题 11 -3( 第 213 页 ) 


1 


1. (1) 30: (2) 8. 
2. (1) каз (2) 12x; (3) та}. 
3. о -т. | 
4. (1) >; (2) 236; (3) 5. 
5. (1) 12; | (2) 0; 
(3) х, (4) зіп 2 
4° 4 


6 (D аё +2лу+ y 77 (дуу 


(3) -cos 225 іп 3y; (4) х?у+4х° у? – 12е” + 12уе”; 
(5) ysin х + х?соѕ у. Н Е 
7. 略 . ЖИ 
"8. (1) z’ +3х* у ty = С, ' (2) а= зу-зу - +y = С, 
(3) хе — у= С; (4) xsin у + усоѕ х = С; 
(5) зу-тл=с ， (6) 不 是 全 微分 方程; 
(7) o(1+e°”)=C; | ,.， (8) 不 是 全 微分 方程 . 
9. А=-1,и(х,у) = -arc tan +С. 


习题 11- 4( 第 219 页 ) 


1 . „= | + «*)н(х,у,®)а$. 


2 一 3. 略 . 
4. (1) Ba; ( Юл; G) 由。 
5. (1) иче (2) 9r. 
6. (1) 4 067; (2) -27, (3) та(а?– 2); (4) 64/74" 
7. 2(63+1). Е 
8. Ярата". 
习题 11-S( 第 228 页 ) 
1—2. Hë. 
3. (1) smR’; (2) За; 
Di (a+ _ 


4. Е рола а, 
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(2 jkay = S. 
ÍV 1+4zxz ° +4у° 


习题 11 - 6( 第 236 页 ) 
1. (1) За“; ` (2) ra’; * (3) тка? (4) 81т; (5) 2. 


"2, (1) 0; (2) а : (2-5); (3) 108х. 


"3. (1) ау А =2х=+2у+2=; 

(2) div А = ye” — хѕіп( ху) — 2xzsin( zz’ ); 
(3) div A =22. 
4. . 

"5. 提示 : 取 液 面 为 +Oy 8,2 轴 铝 直 向 下 .这 物体 表面 S EAC, y, z) 
单位 面积 上 所 受 液 体 的 压力 为 ( — wzcos а, — va zcos B, 一 vozcos У), ЖФ v 
为 液体 单位 体积 的 重力 ,cos acos В.соѕ y 为 点 (x,y,z) 处 2 的 外 法 线 的 方向 
RIZ. 


习题 11-7( 第 245 页 ) 


1. 略 . 
"2. (1) —V3=x=a2; (2) -2ra(a +b); 
(3) - 20x; | (4) 9л. 
`3. (1) rot A=2i+4j+6k; (2) ro А=ї+]; 
(3) rot А = [ zsin (cos х) – хуг оов (xz)]i.— ysin (cos z)j + [у zos (хх) — 
х?ооѕ у]К. 
"4. (1) 0; (2) -4. 
"5. (1) 2т; (2) 12x. 
"6. BË. “7. 0. 


总 习题 十 一 (第 246 R) 
1. wf ( Pcos a + Qcos @ + Reos y)ds, 切 问 量 ; 


DE ( Рсоз a + Qcos в“ Ксоѕ y)dS ,法 向 量 . 


2. (С). 


(2+ 6)? -2/2— 


ТРИ | (2) 3 


* 345. · 


(3) -2ra ; (4): 


35° 
(5) ra ; (6) Yx. | 
` 4, (1) 2xarctan H; (2) - Th; 
| (3) 2rR?; (4) 2. 
5. Lin (х? + y’). 6. Ж 
7. (1) #; (з, 
8. (0,032), о 1... 9..8. 
10.3. ` | 0.4. 
第 十 二 章 


习题 12 - 1( 第 254 页 ) 


1. (1) 1+1 1+2 1+3 1+4 1+5 | 
| 1+1 1+2? 1+3 1+4 1+5 


| 1 1'3 1'3.5 1-3:5:7, ，1.3.5.7.9 
(2) +94 + 32476 T 2747678 2-4-6-8:101 
111101 . 
E илла. 
11.21 3! 4! ‚5! 
(4) r ++ ss 
1 . Б nanti. : E от Е 
2. (1) 2н 一 1， | (2) ( 1) р? 9°. i 
(3) rT | з ЙЕ | (4) 1)" A 
2:4:6--(2n)° Pn +1' 


3. (1) ЖШ; (2) Ж; | у | 
(3) 发 散 . 提 示 : 先 乘 以 2sin 五 ,再 将 一 般 项 分 解 为 两 个 余弦 函数 之 差 ， 


4. (1) Ika; (2) 发 散 ; (3) 发 散 ; (4) 发 散 ; (5) 收敛 . 
“5. (1) Ж; (2) 发散， (3) 收敛 ; (4) ЖЖ. 
. 346 ， 


习题 12 -2( 第 268 页 ) 


1. (1) 发 散 ; (2) 发 散 ; (3) Ш; 
(4) К#; (5) a>1 时 收敛 ,a 委 1 时 发 散 . 
2. (1) 发 散 ; (2) Әк, (3) Ка; (4) 收敛 . 
“3. (1) Ж; (2) Ш; (3) Ш; 
(4) 4 b<a ВКК, ц b >a 时 发 散 , 当 b= a 时 不 能 肯定 . 
4. (1) 收敛 ; (2) 90; (3) 发 散 ; 
(4) К; (5) 发 散 ; (6) 发散 . 
5. (1) 条 件 收敛 ; (2) 绝对 收敛 ; (3) 绝对 收敛 ; (4) Жа; 
(5) 发 散 . a К 


习题 12- 3( 第 277 Ж) 


1. (1) (-1,1); (2) (-1,1); (3) (7%, +); 


(4) (-3,3); (5) [- 77): (6) (-1,1); 
(7) (-ү2, 42); (8) (4,6). 

2. (1) у (-1<1<1); 

(2) qopa асап zz (-1<2<1): 
(3) 79122 (=1< 220); 


习题 12-4( 第 285 Ж) 


1. cos х = cos zotoos( zo +5 }(х-)+ — =)" ++ 


一 工 99 2п-1 
> от 
(2) In(a+ х) =1аа+ > 1)" "212 J Cal 


2. (1) © 


п! 


(3) а= (-co,+oo)i 


2п 
(4) зс D (ОУ (ов, + ©) 
. 347 · 


(5) (1+ 2)01+ х) = + > (U. (~ll; 


Si w: 2(2n)! Е 
(6) >= з. 1)" Ка (5 р И-ы 
‚Од. 3 aay” 
з. (D) VF sit (e1) 2e T ri | 2 ] | 
[0， 215... И А m C ë 
(2) le (peit (0,2), 


1_1 S; iy (z=-3)" 
т a 22.0 1) Һа 
6 т 27 \ тзт |C 0)", (-6, т 


习题 12- 5(% 293 页 ) 


1. (1) 1.098 6; (2) 1.648; (3) 2.004 30; (4) 0.999 4.. 
2. (1) 0.494 0; (2) 0.487. 


' 2n-1 
1 3 z" 


3. (1) y= се | 1+2 + 1:32 тт z+ h 


-2 3 д? зү (24-1 
(2) y=ae на [z atras +D "тава. 


(3) у= Са) ++ ез лт МШБ ты же eh; 


(2) y= rtir +з + 


а п е 

Ы пп х 

5. e cos х = У) 27 соз a sU Shu Qu 
n=0 е 

提示 e7 cos х = Ве е!" = Re аз Ф tiin дл. 


“习题 12- 6( 第 301 页 ) 


1. (1) 取 正 整数 N212l, (2) m. 7 
` 348 ` 


a “=, 
Был КЕ ‚х5&0. 
1 
(2) 当 Z 天 0 时 ， 取 正 整 数 Nra 255: х= 0 时 ， 取 N=1. 


(3) 在 [0,1] 上 不 一 到 收 全 ,在 [二 ,1] 上 一 到 政委 


3. (1) 一 致 收敛 ; (2) 不 一 致 收敛 . 
4. . 


习题 12 -7( 第 315 页 ) 
= 


1. (1) Хх) = r? +1+12 5 


п=0 


cos пх,( – оо, + осо); 


(2) f(<) = e = + 5 аы пх 一 nsin nz) |, 
(х5=(2п +1)х,я=0,+1,<2,-); 
(3) /(х)=®®х+ > — %- ә nr+ СЇ)” (а +0) |, 
=I пт 7 z. Hn 5 
(z==(2n+1)x,n=0,+1,+2,-:). 


2. (1) 2sin Q с J) 7 "зза ва, (—т,л); 


(2) Ка) = не 3 е. И 


[aij] sin аа |С). 


=] 


3 о ае L Ee 
. COS 7 元 кө йи = үл з . 


4. Мб) = 2 > (ы сз; (= De s [in nz пх 2 


к айлы, n=0,+1,+2,- ..) 


5. Жн пх, (0,х]. 
=] п Я 
ТЕЕ 
сосы у (бе 
6. 2x r2 šI ы (=1)" 6 | sin. чор r); 
2z = 了 +8 > С пх, бо, т 
7. 略 . 
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习题 12- 8( 第 322 页 ) 


1. 


(3) 7F(z)= ---+ > | 有 0- (-1)" Joos 252 +É - 1)"* sin == 


а) й) 和 二 у озата, (e, +e): 
= 2sin F реда 
(2) вла s. “+. пих +——— са 7 


= 26+, = 0,+1,+2,‚. 


《3028+1D， &Ю=0,+1,+2,е). 


.CD f(z)= Yes ce s ВИ. 


(б-ту 
_1_21җу 1 2(2k -1)xz | 
к: x б-ту —(i); 
(2) a=? У) x 1)" 200-17 – 1]; ѕіп == ‚[0,2), 
Р) у э. лүү 2]. 


pal : 


. f(x)=sh1 р Стан), е" (9426 +1, k=0,£1,+2,). 


1+ (ят) 


«о-и 2h У l. ntx 2 (—со,+оо). 


— 1 — ae 


T 


总 习题 十 二 (第 322 页 ) 


1. 
2. 


(1) 必要 ,充分 ; (2) 充分 必要 ; (3) kok. RAR. 
(1) 发 散 ; (2) ЖШ; (3) 收敛 ; (4) 发 散 ; 
(5) a<1 时 收敛 ,a >1 时 发 散 ,a=1 时 ,s>1 КК, | <1 发散 . 


. 略 . 

` lo A [белзн y. 
.不 一 定 .考虑 级 数 у OD ERD (CD +). 
г) p>1 时 绝对 收 伍 ?0< p<1 ЕТАН, ро 时 发 散 ; 


(2) 绝对 收敛 ; (3) ЖЇР; (4) 绝对 收敛 . 


. (1) 0; 


(2) 18. жи2 ETS 
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1 1 1 1 
ass) с; 
(3) (-2,0); (4) (-V2,V2). 
8. (1) К) 2, ( -V2 4/2); 
x“) 


*(2) s(x)=arctan х, [—1,1]; 
g=] 


(3) (х) = 0) ‚ (0,2); 
1+ (=-1)ња- а), =Є[-1,0)000,1), 
` (4) =(х) = 0 х=0 
1, т=1]. 
9. (1) 2e; 


(2) > (cos 1+sin 1). 提 示 : 利 用 cos 1 和 sin 1 的 展开 式 . 


10. (1) n(x+V x +1) = х + bp (- 1)” Qr- PHa z €[- 1.1), 
2-1 l! 


提示 :利用 积分 f di 


« +1 
1 z 
(2) aa D та ' z€(-2,2). 
11. fa y= S +15; [610 nz КИГЕН nz |, 


—со<х<+соҢ хунт, п=0,+1,+2,- 
12. f(z)= Š 2, созй пх, х Є (0,А) Ј(А, к]; 


К) ^+ 2. Ds sn Ë Cos пх, zC€C[0,h)U(A,x]. 


n=1 
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"|! |+ "W | ру) — x 


z: ЖЯ 1 ЕЕ Сї А ! 
‚толе |$ Ai 


(Ère Y (E) 7 


`. v. -5 
K а. 
( CA "ЧЕ, ox КЫ 
б\ le уж j .. ора ks r. 
лш. 


I P К \ | 
ай baa bun Dalfi =i Jan 


\ 


ДАЧА L ie КЁ DL gos PR zu Hh (1 gjett 


, 276 (1- s Кр F5, - ~. 一 一 . 
е е J r сү” (1-) $ boa =o М 


f (aat ер чь келә] ы = = 


эта aig- 一 一 一 :一 一 一 Кум илр 


~ 


... P l ер. А {) = W W ГЫ, J © 十 By y > бш 


en —= ` 


хт} (E) 


2 ë] epp 六 


` 


` 


! А (©) 


_ 


си (1) itt 


Мз | GRRE dM 


КЄ ра Ма воз узу Š 
;fx ЕКОО Эч w rt, Д Sl 
y w 7 * 
1 


qaa оре Бр 
ЕС a ШЕ Sa mIa г: бА 
Га, AEPA Эзу, ом аз, Z >. 

А] 


t <. . 
Н) ' 


4 i 
Fam m [s YA ` 
ҳ ` 
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短信 反 盗 版 举报 : 编辑 短信 “JB, 图 书 名 称 ,出 版 社 , 购买 地 点 ”发 送 至 
10669588128 

短信 防伪 客服 电话 :(010)58582300/58582301/58582302 
中 国 高 校 数 学 课程 网 站 增值 服务 说 阴 : 

1. 本 书 随 书 附 赠 中 国 高 校 数学 课程 网 站 的 50 个 充值 点 数 ,网 址 : http:// 
math. cncourse. com; 

2. 在 中 国 高 校 数学 课程 网 站 注册 并 充值 后 ,用 户 可 进行 免费 浏览 、 在 线 答 
疑 . 课 后 交流 等 学 习 活 动 , 并 可 下 载 例题 .习题 等 与 该 课程 相关 的 教学 资源 。 
注意 事项 : 

(一 ) 请 首先 在 课程 网 站 注册 ,然后 在 个 人 服务 /我 的 帐户 点 选 “ 我 要 充值 ” 
进行 充值 ; 

(二 ) 请 将 封底 涂 层 刊 开 ,将 16 位 密码 输入 “充值 卡 密码 "窗口 ,重复 确认 并 
填写 验证 码 , 按 “提交 "激活, 有效 使 用 时 间 为 充值 后 两 年 ,过 期 作废 。 

电子 邮箱 :xuchj@hep. com. cn 
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